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ADVERTENCIA 


Durante algum tempo empregavamos muitas vezes nos- 
sas horas vagas em reflectir sobre as differentes theorias 
importantes da Arithmetica, e em redigil - as segundo 
nossa maneira de ver, porém isto não com o fim de pu- 
blicarmos um livro. 

Um dos nossos amigos e collegas o Senhor D" C.C. Can- 
tanhede, membro da Sociedade chimica de Paris, vendo 
algumas d'essas redacções esparsas, aconselhou-nos sua 
coordinação ; hoje, coadjuvados pela provincia do Ma- 
ranhão , a quem sômos extremamente gratos, cedemos 
ao voto d'aquelle amigo, dando ao prelo este nosso pri- 
meiro trabalho scientifico , que esperamos será de alguma 
utilidade á mocidade Brasileira. 

O nosso fim foi sempre apresentar a sciencia de uma 
maneira rigorosa e ao mesmo tempo clara; de modo que, 
aquelle que seguisse cuidadosamente nossas lições, po- 
desse com segurança emprehender o estudo das outras 
partes mais elevadas das sciencias malhematicas. 

O indice das materias mostrará perfeitamente a marcha 
que seguimos, marcha que nos pareceo mais racional. No 
Livro vı tratamos da theoria das approximações numeri- 
cas, theoria tão importante que sem ella seria impossivel 


VIII ADVERTENCIA. 


resolver-se um grande numero de problemas, que se apre- 
sentão sobretudo nas sciencias de observação ; esforça- 
mo-nos por expol-a com a maior clareza pessivel, appli- 
cando sempre a theoria á alguns exemplos, tomados na 
Geometria e na Physica. 

Cada livro se acha subdividido em capitulos > damos 
no fim de cada capitulo certo numero de problemas, alguns 
dos quaes se achão resolvidos, como applicação das ma- 
terias alli tratadas ; outros, relativos á theoria dos nume- 
ros, serão dificeis aos estudantes do primeiro anno, mas 
uteis, como exercicios, aos do segundo. 

Aproveitamos esta occasião para agradecermos a MP .Re- 
noux e L. Tarbouriech, distinctos professores de sciencias 
em Paris, o trabalho que tomarão com a leitura do manu- 
scripto de nossa obra, e os juizos que fizerão della, juizos 
que forão publicados em alguns jornaes do Maranhão. 
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Alem dos erros assignalados n'esta errata ha outros , de pouca monta , que 0 
leitor poderá facilmente corrigir. 

Ninguem ignora que a primeira edição de uma obra sahe sempre inçada de 
erros , sobretudo quando outras oceupações não permittem ao author inexpe- 
riente uma revisão seria das provas. 


À expressão — a menos de — de que fizemos uso na theoria das approxima- 
ções, deve ser substituida esta outra — abaixo de —- expressão clara, mathe- 
matica e muito adequada ; devemol-a ao nosso mui distincto comprovinciano, 
o ilustre author do Vimeo BRASILEIRO. 


Empregamos frequentes vezes no curso d'esta obra a abreviatura : 


0. q. en. d. 
iniciaes das palavras : 


o que era necessario demonstrar. 
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Numeração. — Operações fundamentaes, 


—9—- 


CAPITULO PRIMEIRO. 


NUMERAÇÃO. 


Befinições. 


1. Chama-se grandeza tudo quanto-é susceptivel de ang- 
mento ou diminuição, como a extensão , o tempo, o peso, o 
movimento, etc. Se em uma grandeza fizermos abstracção de 
Suas qualidades sensiveis e physicas, como a côr, o Dello, 
o util, etc.; se considerarmos pelo contrario na grandeza so- 
mente o que ha de mensuravel, teremos uma idea das gran- 
dezas, que são do dominio das Sciencias mathematicas. 

As Mathematicas são pois a Sciencia das grandezas mensu- 
raveis, 

As grandezas mathematicas são ou continuas ou desconti- 
nuas, 

As primeiras são aquellas que podemos augmentar ou dimi- 
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quirpal Aios tão pequenos quanto quizermos, como aextensão. 
Às seguitdas ão aquellas que não podemos augmentar, nem, 
diminuir por g grãos tão pequenos quanto quizermos, como por | 
exemplo tum grupo de individuos. | 

São estas ultimas que nos dão a idéa do numero; com effeito, | 
quando vêmos uma reunião de objectos da mesma especie, 
como um regimento de soldados , um rebanho de ovelhas, etc., 
temos uma idéa do numero; a repetição de phenomenos iden- 
ticos como a successão dos dias e das noites, as verberações de 
um relogio, ete., tambem nos trazem a idéa de numero. 

Não se pode definir o que é o numero de uma maneira abso- 
luta; toma-se por definição do numero um dos seos usos mais + 
importante, que é a medida das grandezas. 

2. Medir uma grandeza, em geral, é determinar seo valor 
por meio de outra grandeza da mesma especie, porém conhe- 
cida, que se chama unidade. Nas grandezas descontinuas 
a unidade é um dos objectos separadamente, fazendo-se abs- q 
tracção de sua natureza; e a medida da grandeza é o numero 
dos objectos ; assim diz-se que : numero é a reunião de muitos 
objectos, ou de muitas unidades da mesma especie, A unidade é 
tambem considerada como um numero. 

Tambem servimo-nos dos numeros para medir as grandezas 
continuas. Supponhamos que se queira avaliar o comprimento 
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toma-se para isso uma outra grandeza homogenea CD, da qual, 
se tem uma idéa exacta ; applica-se CD sobre AB tantas vezes» 
quantas fôr possivel; o resultado da operação se exprime por 
um numero : no nosso exemplo AB contem cinco vezes CD ou 
cinco vezes a unidade, c o numero cinco é a medida da gran- 
deza AB por meio da grandeza GD, 

O numero é pois a razão da grandeza que se quer medir á 
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“ 
uma outra grandeza da mesma especie; tal é a definição de 
Newton, 

3. Pode acontecer que avaliando-se uma grandeza, esta 
contenha exactamente um certo numero de unidades; weste 
Caso o numero que representa assim o valor da grandeza, é 
um numero inteiro. Porém se a grandeza contem alem de um 
certo numero de unidades um resto menor que a unidade 
escolhida, mede-se este resto, como veremos mais tarde, divi- 
dindo a unidade em muitas partes iguaes ; resulta d'ahi uma 
outra especie de numeros, que se chamão numero fraccionario 
ou fracção. 

4. Logo que uma grandeza é representada por um numero, 
toma o nome de quantidade, 

5. Quando, enunciando-se um numero, não se designa a 
especie das unidades, que representa, o numero chama-se 
abstracto, e no caso contrario concreto, 

6. A Arithmetica é a sciencia elementar dos numeros ; COM- 
prehende as operações que se podem executar sobre elles e o estudo 
de suas propriedades elementares. 


L 


Numeração em geral, 


+ 


7. A numeração em geral é a arte de formar e representar 
todos os numeros. 

A formação dos numeros não depende dos systemas de nu- 
Meração, o que já não acontece com a maneira de repre- 
sental-os; um numero que é representado em um systema de 
um certo modo, é representado de outro em outro systema, 
Os differentes systemas de numeração se distinguem pela sua 
base, que mais tarde definiremos, 


FORMAÇÃO DOS NUMEROS, 


8. Goncebamos uma grandeza igual 4 unidade de sua especie, 


O numero que lhe serve de medida é o primeiro numero in- 
1, 
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teiro ; se esta quantidade fôr augmentada com uma outra Tord 
tidade igual à ella, o numero que lhe serve de medida, é 
numero inteiro seguinte; se ainda ctesce numa ERA 
igual á unidade, o numero que lhe serve de medida, é 0 nu- 
mero inteiro seguinte, e assim por diante; por conseguinte, à 
serie natural dos numeros é illimitada; porque por maior que 
seja um numero, se o augmentarmos de uma unidade, teremos 
um numero maior. 


REPRESENTAÇÃO DOS NUMEROS. 


9. Representar os numeros é enuncial-os e escrevel-os; por 
conseguinte em qualquer systema, a numeração se divide em 
numeração fallada e em numeração escripta. 

Se a cada numero dessemos um nome e um signal particular 
para distinguil-o dos outros, seria facil ver-se que nossa me- 
moria não poderia prestar-se a tanto, por isso que, sendo illimi-* 
tada a serie dos numeros, era necessario um numero illimitado 
de signaes e nomes, o que traria necessariamente confusão; O 
fim pois de cada systema de numeração é de poder repre- 
sentar todos os numeros por meio de um pequeno numero 
de palavras e signaes. Chama-se base de um systema de nume- 
ração, o numero de signaes empr egados. É assim, porexemplo, 
que se chama binario, ternario, decimal, duodecimal, ete., 
o systema, cuja base é dous, tres, dez, doze, ete., isto é, 
cujo numero de signaes empregados é dous, tres, dez, 
doze, etc. 


Numeração decimal, 


10. De todos os systemas de numeração o unico adoptado é 


o decimal, que vamos expôr. Este systema é superior aos. 
binario c ternario; porque, como veremos mais tarde, dez é um | 


numero composto de dous factores, o que offerece muita van- 
tagem na simplificação dos calculos; o duodecimal seria pre- 
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ferivel ao decimal por ser a base Vaquelle um numero com- 
Posto de tres factores. 


NUMERAÇÃO FALLADA. 


14. A numeração fallada é a nomenclatura dos numeros; é 
a parte da numeração que tem por fim exprimir todos os nu- 
meros com um pequeno numero de nomes. 

No systema decimal, a pezar de ser dez o numero de signacs 
empregados, comtudo o numero de nomes é maior, como 


veremos; o que não pode deixar de ter lugar em todo e qual- 
quer systema, e 


Aos primeiros numeros, obtidos como explicámos na for- 
mação dos numeros, derão-se os seguintes nomes : um ou 
unidade simples, dous, tres, quatro, cinco, seis, sele, oilo, 
nove; ajuntando a este ultimo uma unidade, obtem-se o se- 
guinte numero, cujo nome é dez. 

Considerou-se dez como uma nova unidade, que se chamou 
dezena e contou-se por dezenas como por unidades ; 


uma dezena, ou dez die Ha 
duas dezenaz, ou dous des SE Perro qi O 
tres dezenas, ou trez des A E sa NITINT 

` quatro dezenas, ou quatro dez + e quarenta 


sus st nho das o alvo e)! NOMES QUE 
DO ars ES REDE a ct ROS e SOLTAS OTROU 
GA Za Do at do a et: upa, 


nove dezenas, ou nove dez |, =. . noventa. 


üntre duas colleeções de dezenas existem nove numeros 
intermediarios, cujos nomes se obtiverão enunciando a col- 
lecção mais fraca de dezenas, seguida dos nomes des nove 
primeiros numeros; assim entre uma e duas, dezenas, temos : 


dez-um, dez-dous, dez-tres. . . dez-nove 
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que o uso transformou em : 
onze, doze, treze. . cc. o wo dezenove; E 
. € 6 {£ 
entre duas e tres dezenas, temos : : 
; j 
vinte cum, vinte e dous, vinte e tres. . . vinte e nove. 


ENS" DE S Ae . . . . . . . . . . . 


. . . . . . . . o e . . aie . . . . . . 


D'esta maneira é que chegamos ao numero noventa e nove; 
se a este ajuntarmos uma unidade, teremos o numero seguinte, 
a que se deo o nome de cem ou cento. Considerou-se cem como 
uma nova unidade que se chamdu centena, e contou-se por 
centenas como por unidades e dezenas : 


uma centena, ou cem, ouumcento, . + Lc css 
duas centenas, ou dous centos Ds e o» OUENS 

tres centenas, ou tres centos Tor. y R Sirezentos 
quatro centenas, ou quatro centos] . . . . quatrocentos q 
O EM o vo Maes NOMES-QUO: O 

RO SD NS ro EI DUO FIT SLOT MOU 

Pa PER PA CS a RA E RR em cars 


. . . . . . . . . . oo ` . . . . . . . 


move centenas, ou move centos |. .,. «+ novecentos 


Os nomes dous centos, tres centos, cinco centos, são tam- 
bem frequentemente empregados, porém quando se trata so- 
mente de numeros concretos. 

Entre duas collecções de centenas consecutivas ha noventa 
e nove numeros intermediarios, cujos nomes se obtiverão 
enunciando a collecção mais fraca de centenas, seguida dos 
nomes dos noventa e nove primeiros numeros; assim entre 
uma e duas centenas, ou melhor ainda entre cem e duzentos, 
temos : > 


` 
Cento e um, cento e dous, cento e tres. . . . cento 
e vinte, cento e vinte um. ~. . Cento e trinta, 
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cento e trinta e um . 


i E è . . . 


SME E gas enoni aA RE E ri 
S 


nove ; a = 


entre duas e tres centenas, ou melhor ainda entre duzentos e 
trezentos, temos : 


Duzentos e um, duzentos e dous, duzentos e tres . 
. . « duzentos e vinte, duzentos e vinte um . 


«e. . .  duzentose trinta, duzentos etrintacum . . 
duzentos e noventa e Di ese e prato Enove. 
. . . . . o . 


. ` . . . . . . . . . . . 


É assim que chegamos ao numero , cujo nome é novecentos 
e noventa e nove; sea este ajuntarmos uma unidade, temos o 
seguinte numero, cujo nome é mil. ° 

Considerou-se mil como considerámos um ou a unidade sim- 
ples; isto é, assim como se formou dezenas e centenas de uni- 
dades simples, assim tambem se formarão dezenas e centenas 
de unidades de mil. 

Formou-se por conseguinte mil collecções de mil, cujos 


homes se obtiverão enunciando os mil primeiros numeros, 
seguidos da palavra mil, dizendo : 


Um mil, dous mil, tres mil, quatro mib. +... 

- dezmil, onze mil. . +. . vintemil. 
cem mil, cento e um mil. 
nove mil. 


. 


- . novecentos e noventa e 


Entre duas collecções de mil consecutivas existem novecentos 
e noventa e nove numeros intermediarios, cujos nomes fôrão 
obtidos enunciando a collecção mais fraca de mil seguida dos 
nomes dos novecentos e noventa e nove primeiros numeros; 
assim entre um e dous mil, temos : 


Mil e um, mil e dous RR E KENES q 
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re AE R E S 6 mil novecentos 
e noventa e nove; 


. t 
entre dous e tres mil, temos : 

Dous mile um, dous mil e dous. + s. sos > 
doumil e dez. sa oo a NE aOUS mil e cem. . 
Cc . . dous Mil nove centos e noventa e Nove . . 


. . . . . . . . . . . . . ` . . . . . , 


É assim que chegamos ao numero novecentos e noventa e~ 


nove mil novecentos e noventa e nove. 

Ajuntando a este ultimo uma unidade tem-se O seguinte nu- 
mero, mil mil, ou um milhão, que foi tambem considerado da 
mesma maneira que a unidade simples, e a unidade de mil; 
isto é, assim como se formou dezenas e centenas de unidades 
simples, dezenas e centenas de mil, assim tambem se formarão 
dezenas e centenas de milhão. 

Mil colleeções de milhão derão lugar a uma nova unidade 
da mesma natureza que se chamou billião ou milhar. Mil col- 
lecções de billião formarão uma nova unidade da mesma na- 
tureza, o trillião; mil colleeções de trillião chamou-se qua- 
trillião, etc. 

42. As diferentes collecções de unidades : um, dez, cem, 
mil, dez-mil, cem-mil, milhão... são tambem chamadas uni- 
dades de primeira, segunda, terceira, quarta, quinta, sexta, 
seplima ordem, ete. 

As unidades particulares, uuidade simples, mil, milhão, 
bilião, ete., são chamadas unidades principaes, unidades ter- 
narias, ou unidade de primeira, segunda, terceira, quarta 
classe, ete. 
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DIVISÃO DAS ORDENS EM CLASSES. 
© ə t 4 
Primeira ordem. . unidades 
Segunda ordem, . dezenas) de unid.simples. Primeira classe. 
Terceira ordem. . centenas 


Quarta ordem. . . unidades) 


Quinta ordem. . . dezenas tde mil. *. . Segunda classe. 
Sexta ordem. . . . centenas, 


Septima ordem, . sareei y , 


Oitava ordem . . . dezerfis tde milhão. . Terceira classe. 
Nona ordem. .. . centenas 


elc. etc. 


As unidades de classes successivas são de mil em mil vezes 
maiores. As unidades de ordens successivas são de dez em dez 
vezes maiores; uma unidade de segunda ordem vale dez da 
primeira; uma da terceira ordem vale dez da segunda e cem 
da primeira; uma da quarta ordem vale dez da terceira, cem 
da segunda e mil da primeira ¢ assim por diante. O processo 
da numeração decimal consiste, como vemos, em formar uni- 
dades, que são de dez em dez vezes maiores. 


NUMERAÇÃO ESGRIPTA. 


13, A exposição da numeração escripta decorre de uma 
Maneira simples das convenções estabelecidas na numeração 
fallada. Pelo que dissemos (nº 12) vê-se que 05 numeros são 
considerados como formados de unidades principaes ou ter- 
narias, que são as classes, taes são : unidade simples, mil, 
milhão, billião,... cada uma d'essas unidades forma tres ordens 
de unidades secundarias, unidades, dezenas, centenas; cada 
uma destas formando por sua vez nove colecções differentes : 
um, dous, tres, quatro, cinco; seis, sele, oito, nove. 
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“ Encarando os numeros debaixo d'este ponto de vista, duas 
cousas fórão necessarias para poder represental-os pela 
escripta : 1º signaes convencionados que indicassem a ordem 
das diferentes especies de unidades; 2º outros signaes que 
indicassem as differentes collecções d'essas unidades em cada 
uma d'essas ordens. 

Imaginou-se primeiramente nove caractéres para represen- 
tarem as nove collecções, que pode formar cada ordem de 
unidades : esses caractéres, a que se deo o nome de algaris- 
mos, são os seguintes : 

[ESOM 3, h, Ep AP 


um, dous, tres, quatro, cinco, seis, sete, oito, nove. 


Para poder mostrar de uma maneira clara a necessidade dos 
primeiros signaes, tomemos um numero, por exemplo : 


Seis mil quatro centos e vinte e cinco. 


Este numero contem : 
Seis mil, quatro centenas, duas dezenas, cinco unidades. 


mil h centenas 9 dezenas 5 unidades. 


6 


ista maneira de escrever os numeros, ainda que um pouco 
mais simples, é comtudo bastante incommoda e nada rapida. 

Podia-se representar as differentes ordens por diversos si- 
gnaes e escrevel-os em cima dos algarismos, assim como O 
fizemos para indicarmos as differentes collecções de unidades 
em cada ordem; porém isso seria introduzir um grande nu- 
mero de signaes, è por conseguinte confusão; então tratou-se 
de procurar outro meio, que se podesse substituir ao uso dos 
siguaes, e que facilitasse a escripta. 

Este meio consistio na introducção de um principio, que é 
a base da numeração escripta, 
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Ah. PRINCIPIO FUNDAMENTAL. Todo algarismo collocado ú es- 
querda de outro exprime unidades dez vezes mais fortes. 

'- De maneira qug se gm um numero um algarismo representa 

as unidades simples, o algarismo seguinte, collocado à sua 

esquerda, representará as dezenas, o seguinte as centenas, O 

seguinte as unidades de mil, e assim por diante. 

Assim, conhecendo as differentes collecções de unidades de 
que se compõe um numero, elle poderá ser sempre escripto, 
c de uma maneira muito simples; para isso é bastante escre- 
ver-se os algarismos um ao lado do outro, indo da direita para 
a esquerda, comecando pelo algarismo, que representa a col- 
lecção de unidades, escrgvendo ao lado d'este o que representa 
a colleeção de dezenas, e assim por diante, e em geral os alga- 
rismos que representão as collecções de todas as ordens de 


unidades , de que se compõe o numero dado. Por exemplo, o 
numero a cima será escripto : ` 


6425. 


Ha porém uma excepção à regra que acabamos de citar. Se 
em um numero as differentes ordens de unidades que o com- 
põem não seguem a ordem natural de sua formação, meste caso 
para evitar confusão, introduzio-se um decimo caracter, ou 
algarismo chamado zero (0), que por si só não tem valor algum; 
isto é, não representa collecção alguma de unidades, e que 
serve somente para occupar o lugar das differentes especies de 
unidades, que faitão no numero, Por exemplo, para escre- 
vermos seis mil e cinco, observaremos que ao enunciado d'este 
numero faltão duas ordens de unidades, as centenas e de- 
zenas, que serão por conseguinte substituidas por zeros, e O 
numero será escripto 6005. 

D'esta maneira o algarismo 6 que representa a collecção de 
unidades de mil occupa a quarta ordem; ordem que devia 
occupar segundo o principio fundamental da numeração es- 
cripta. 

Empregou-se em tudo dez caractéres differentes 1, 2, 3, 4, 
5,6, 7,8,9, 0; com elles e com o principio estabelecido repre- 
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senta-se todos os numeros imaginaveis. Os nove primeiros 
são chamados algarismos significativos, porque representão 
uma certa collecção de unidades; o ultimo (9) é um algarismo ` 
sem valor, cujo fim já conhecemos. 

Cada algarismo significativo considerado como representando 
uma certa collecção de unidades tem um valor particular a que 
se deo o nome de valor absoluto; valor que o algarismo tem de 
si mesmo; porém considerado em relação ao lugar que oc- 
cupa no numero tem outro valor, valor de posição, que se 
chama valor relativo e que representa a ordem das unidades. 


REGRA PRATICA PARA ENUNCIAR-SE UM NUMERO DADO, 


15. I. Se o numero contem menos de quatro algarismos, 
enuncia-se successivamente, começando da direita para à 
esquerda, cada algarismo significativo, indicando o nome das 
unidades, que exprime. 

Seja o numero 725. 

Empregando as palavras irregulares leremos : setecentos e 
vinte e cinco. 

Se o numero tivesse quatro algarismos, applicar-se-hia 
ainda a mesma regra, e o numero 3027 seria lido tres mil e 
vinte sete. 


I. Se o numero contem mais de quatro algarismos, de- 
compõe-se este numero em classes de tres algarismos cada 
uma a partir da direita (a ultima classe pode conter um ou 
dous algarismos); enuncia-se cada classe como se estivesse iso- 
lada, indicando a ordem das unidades do seo ultimo algarismo, 

Seja o numero 27325407246 : 

Dividamol-o em classes de tres algarismos : 


27, 325, h07, 246. 


e observando a ordem do ultimo algarismo em cada classe, 
leremos, 
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Vinte e sete billides-trezentos e vinte-cinco milhões-quatro 


x centos e sete mil- duz sentos e quarenta e seis. 


cP 


As considerações expostas explicão porque dividimos o nu- 
mero em classes de tres algarismos. 


REGRA PRÁTICA PARA ESCREVER-SE UM NUMERO ENUNCIADO, 


16. Para escrever em algarismos um numero enunciado, 
escreve-se successivamente um ao lado do outro os algarismos, 
que representão as centenas, dezenas, e unidades de cada 
ordem, a partir da direit? e começando pelas mais altas uni- 
dades, tendo o cuidado de substituir zeros ás ordens de uni- 
dades, que não se enunciarem. 


o Seja o numero quatro Dilliões-duzentos e vinte e cinco, que 
prá escripto : 


mu h 000 000 225. 

O 

=] 

+ i 

(Ti EXERCICIOS. 
O 

Se 

Š I. Ler os numeros seguintes : 

es D ; ud i 
w 25—39 — 294 — h72 — 41M5 
B= 2505 — 60 — 250560 — 24607643 
SA h967432074605 


II. Escrever em algarismos os numeros seguintes: 


Quinze — vinte e sete — trezentos e setenta e cinco — cinco 
milhões duzentos e vinte e quatro — mil e cinco — cento e nove 
— quatro billiões cinco mil e tres, 
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CAPITULO Nº  ” 


ADDIÇÃO. — SUBTRACÇÃO. 


Definições. — Signaes. 


17. Chama-se operações as differentes maneiras de compôr 
e decompôr os numeros; é o que constitue o calculo, 

Em arithmetica existem quatro operações fundamentaes, 
das quaes se podem deduzir todas as outras, e são as seguin- 
tes : addição, subtracção, multiplicação, divisão; a primeira e 
a terceira são operações de composição, e as outras duas de 
decomposição. 

Prova é uma nova operação que serve para verificar o resul- 
tado de outra. j 

Theorema é uma verdade que se torna evidente por meio de 
um raciocinio que se chama demonstração. 

Problema é uma proposição que exige uma solução, 

Lemma é uma proposição que se demonstra, e que serve de 
base para a demonstração de um theorema, ou para à resolu- 
ção de um problema. 

Axioma é uma verdade evidente. 

Para simplificar algumas vezes os raciocinios e calculos, 
empregão-se signaes, que são de duas especies; uns que in- 
dicão as operações a efectuar-se entre as quantidades, e outros 
que indicão as relações de grandeza, que existem entre ellas. 

Fallaremos dos primeiros à medida que examinarmos as 
operações, e quanto aos segundos, são os seguintes : 


= (Igual) para indicar a igualdade entre duas quantidades ; 
exemplo, 8=8, que lê-se : oito igual a oito. 

< (Menor) para indicar que uma quantidade é menor que 
outra; exemplo, 7 < 11, lê-se : sete menor que onze. 
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procurada. 


Se tivessemos Muitos numeros de um só algarismo para 
serem addicionados, procurar-se-hia a somma de dous d'entre 
elles, a ella ajuntar-se-hia outro numero, ao resultado ou- 


tro, e assim até ao ultimo; o resultado final seria a somma 
buscada, 


Sejão 4, 5,6, 3, 9, 2, numeros de que se busca a somma; 
operando como precedentemente, veriamos que : 


h+4-5+6+3 +9 4-9=—99, 
o 
ADDIÇÃO DE DOUS OU MAIS NUMEROS DE MUITOS ALGARISMOS, 


20. Podia-se obter a somma de dous numeros de muitos 
algarismos empregando-se o processo natural; um tal pro- 


o Ceder seria longo, se os numeros de que se trata, fossem con- 


sideraveis; ainda mais longo, e mais incommodo se houvesse 
uma grande quantidade de numeros a addicionar-se; a este 
methodo laborioso foi substituido outro muito simples, e 
é n'este que consiste a verdadeira addição arithmetica, que 
Yamos expôr, 

É claro que muitos numeros sendo dados, se os conceber- 
mos decompostos em suas differentes unidades ese ajuntarmos 
separadamente as unidades de mesmo nome, o numero que 
contiver assim a somma das unidades, dezenas, centenas, elc., 
dos numeros dados, será a somma procurada. 

Sejão por exemplo os numeros dados 27065, 207, 94325, 
32456, de que se busca a somma. 

Em virtude do que acabámos de dizer, e para mais commo- 
didade adoptou-se a seguinte maneira de dispôr os numeros : 
27065 
` 207 
94325 
32456 


154053 


E 
assi 
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A somma que buscamos sendo um numero formado das 
sommas parciaes das differentes unidades que compõem or 
numeros dados, vamos por conseguinte efectuar essas sommas 
parciaes, € para isso começaremos pelas unidades simples, e 
diremos : 


5+7+4+5+40=25; 


93 é a somma das unidades simples de todos os numeros, 
porém 23 compõe-se de 2 dezenas € 3 unidades, escrevemos 
3 debaixo da columna das unidades e guardamos 2 para ajun- 
tarmos á columna seguinte, que é a columna das dezenas e 
dizemos : A 


24-6+0+24-5=15; 


45, somma das dezenas, compõe-se de 5 dezenas, que escreve- 
mos debaixo da columna das dezenas, e de uma centena, que 


guardamos para ajuntarmos à columna das centenas, dizendo: : 


1-+0+2-+3+4++4==40; 


40, somma das centenas, vale uma unidade de mil que ajun- 
tamos á columna seguinte, dizendo : 


(ETA A+H2= 1h; 


4h, somma das unidades de mil, contem 4 unidades de mil, 
que escrevemos debaixo da columna competente, e 1 dezena 
de mil que ajuntamos á columna das dezenas de mil, dizendo : 


45, somma das dezenas de mil, compõe-se de 5 dezenas de 
mil, que escrevemos debaixo da columna das dezenas de mil, 
e de 1 centena de mil, que escrevemos å sua esquerda. O nu- 
mero 154053 encerrando a somma das diferentes partes, de 
que se-compôem os numeros dados, é a somma desses nu- 
meros. 

94. Regra. Escrevem-se os numeros uns debaixo dos outros, 
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de maneira que as unidades de mesma ordem se correspondião ; 
opassa-se um traço horizontal sob o ultimo numero ; faz-se suc- 
cessivamente a somħa dos algarismos contidos em cada columna 
vertical, escrevendo debaixo da columna respectiva as unidades 
Vessa somma, guardando as dezenas para ajuntar-se à columna 
seguinte, Z : 
Observação. Se na addição de muitos numeros a somma dos 
algarismos de cada columna não excede 9, é indifferente co- 


meçar a addição pela direita ou pela esquerd 


a, porém, como 
o contrario tem lugar 


a maior parte das vezes, é preferivel 
começar-se pela direita; porque começando-se pela esquerda 


ter-se-hia de voltar aos algarismos já escriptos na somma 
para mudal-os, 


~ 


WEED PROVA DA ADDIÇÃO, 


22. Verifica-se esta operação fezendo a addi 
rismos de cada columna ver 
feita de cima para b 
concluir- 


ção dos alga- 
tical debaixo para cima, se ella foi 


aixo; se o resultado é o mesmo, pode 
Se que a operação é exacta, 


Subtracção. 


23, A subtracção é uma operação que tem por 
um numero dado de tantas unidades, 
mero dado. 


O resultado da operação cliama-se resto, excesso, 
Tença, o maior dos numeros 
trahendo, 


fim diminuir 
quantas ha em outro nu- 


ou diffe- 
dados minuendo, e o menor sub- 


É claro que o minuendo contem todas as un 
compõem o subtrahendo, como as 


razão, porque se diz que : a subtracção tem por fim, conhe- 


cendo-se a somma de dous numeros e um d'esses numeros, 
determinar o outro. 


idades, que 
que compõem o resto; é a 


2h, Pode-se chegar ao resultado Testa operação inversa da 


grs 
PO asia SR 
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addição de duas maneiras : 1º ajuntando ao subtrahendo uni- 
dades sufficientes até formar-se um numero igual ao minuendo, 
e o numero de unidades ajuntadas seré. o resultado ; 2º tirando 
do minuendo tantas unidades, quantas houver no subtra- 
hendo, e o numero de unidades que restar no minuendo será 
a diferenca. 


O MINUENDO SENDO MENOR QUE 20. 


25. Sejão por exemplo 12 e 7 dous numeros de que se pro- 
cura a differença. 

Applicando o que dissémos (nº 24), e empregando um ou 
outro proceder, o que é muito facil, obtem-se por resultado 5. 
Da mesma maneira acha-se que a diferença entre 19 07612. 
É indispensavel dizer-se promptamente a differença de dous 
numeros no caso particular que acabâmos de examinar. O 
signal que indica esta operação entre dous numeros é o se- 
guinte (—), que se lê menos, assim as operações precedentes - 
se indicão : 

12—7=5 19—7=12. 
> 


SUBTRACÇÃO DE DOUS NUMEROS QUAESQUER. 


96. Axioma. A dilferença de dous numeros não muda de 
valor quando se ajunta ou diminue os dous termos da subtrac- 
cão de uma mesma quantidade. 

Sejão os numeros 4738, 2617 de que buscamos a diffe- 
rença. A marcha natural (nº: é quasi impraticavel no caso 
geral que examinamos. Procgãe-se de outra maneira, que, 
consistindo em fazer uma serie đe subtracções parciaes e muito 
simples, offerece o resultado Anadia ça 

É evidente que, se das differentes unidades que compõem o 
minuendo tirarmos as unidades respectivas, que comptem o 
subtrahendo, o numero que restar, numero formado de algaris- 
mos, que representão cada um a diferença entre os algarismos 
de mesma ordem, será a diferenca dos dous numeros dados. 
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A operação se dispõe da maneira seguinte : 


9 


2617 
2124 


Pode acontecer que não se possa efectuar algumas sub- 
tracções parciacs; isto é, que alguns algarismos do minuendo 
sejdo menores que os algarismos de mesma ordem no subtra- 
hendo, como se vê no exemplo seguinte : 


A 4702 
2937 


C 


1765 


Subtrahir 7 de 2, não é possivel; augmentemos com 10 unida- 
des os dous termos da subtracção, o que não pode altérar o re- 
sultado (nº 26); para isso augmentemos o algarismo 2 das uni- 
dades do minuendo com 40 unidades, o que faz 12, de que pode- 
se subtrahir 7; a diferença 5 é collocada debaixo da- primeira 
columna vertical, Augmentaremos o subtrahendo com 10 unida- 
des, augmentando o algarismo 3 das dezenas com uma dezena, 
e então em lugar de 3, temos a sublrahir 4 do algarismo cor- 
respondente do minuendo, porém acha-se que este algarismo 
é zero, e que por conseguinte não se pode efectuar como 
ainda agora esta sublracção parcial, Fazendo o mesmo racio- 
cinio diremos 4 de 10 resta 6, que se escreve no lugar compe- 
tente, augmentaremos no subtrahendo o algarismo 9 de uma 
unidade, O que faz 10 que temos a subtrahir de 7, operação 
ainda impossivel; porém empregando ainda o mesmo racio- 
cinio diremos : 40 de 17 resta 7, e emfim 3 de 4 resta 4, nu- 
meros que se escrevem debaixo das columnas respectivas. 

27. Regra, Para subtrahir dous numeros, um do outro, 
escreve-se o maior sobre o menor, de maneira que as unidades 
de mesma ordem figurem na mesma columna vertical; sub- 
trahem-se os algarismos do menor dos algarismos corres- 
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pondentes do muior, começando da direita para a esquerda, e 
escreve-se cada resultado parcial debaixo da columna que o 
produzio. Quando não se pode subtrahir wrz algarismo do sub- 
trahendo do algarismo correspondente no minuendo, augmen- 
ta-se o algarismo deste ultimo de dez unidades, e por compen- 
sação augmenta-se de uma unidade no subtrahendo o algarismo 
immediato ao algarismo que se considera. 

Observação. Se no minuendo os algarismos são maiores que 
os de mesma ordem no subtrahendo, é indiferente começar-se 
a operação pela esquerda ou pela direita; porém se alguns 
d'elles são maiores, então deve começar-se pela direita, porque 
comecando-se pela esquerda ter-ss-hia de voltar a algarismos 
já escriptos para modifical-os, 


PROVA DA SUBTRAGÇÃO. 


98. Verifica-se a sublracção por meio da addição; como O 
minuendo é a somma do subtrahendo mais a differença, por 
conseguinte, se, addicionando os dous ultimos, obtem-se o pri- 
meiro, pode concluir-se que a operação é exacta, 


Complementos arithmeticos. 


. 


29. Chama-se complemento de um numero menor que 10 
outro numero que é necessario ajuntar-se ao primeiro para 
formar-se 10. 

Assim 3 é o complemento de 7, por isso que 7 -+3 =10. 

O complemento de um numero menor que 100 é outro nu- 
mero que junto ao primeiro completa 100. 

Assim 37 é o complemento de 63, por isso que 63 + 37 = 100. 

Repetindo a mesma definição para um numero menor que 
4000, 10000, 100000, etc., vemos que 525 é o complemento 
de 475, por isso que 475 + 525 ==1000; que 7524 é o comple- 
mento de 2476, por isso que 2476 + 7524 = 10000; que 
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14702 é o complemento de 85298, por isso que 85298 + 
14702 = 100000, ete. 


30. Observando que, nos segundos membros das igualdades 
fornecidas pelos exemplos acima, o numero de zeros que se 
achão ao lado da unidade éigual ao numero de algarismos que 
compõem os numeros dados, pode dizer-se geralmente : 

O complemento de um numero é outro numero que é ne- 
cessario ajuntar-se ao primeiro para formar-se um terceiro 
composto da unidade seguida de tantos zeros, quantos são os 
algarismos no numero dado. 


APPLICAÇÃO DOS COMPLEMENTOS. 


31. Por meio dos complementos arithmeticos a subtracção 
pode ser feita pela addição. 


Sejão 325 e 37 dous numeros de que se busca a differença. 

Empregando a regra ordinaria da subtracção, a difíerença é 
288; porém se em lugar de subtrahir 37 de 325, ajunta-se a 
este ultimo o complemento de 37 que é 63, obtem-se um nu- 
mero 388, que, diminuido de uma centena; isto é, de uma 


unidade da ordem a que foi completado, torna-se 288, numero 
obtido pela subtracção, 


Po ainda dous outros numeros, 1426 e 432, 
VE rg pa, 
Pela Subtracção acha-se que : 


1426 — 432 = 094, 


e pelos complementos, notando que o complemento de 432 
é 568, 


1426 + 568=1994; 
diminuindo 1994 de 4 mil, unidade da ordem a que o numero 


432 foi completado, obtem-se justamente o mesmo resultado 
dado pela subtracção. 


“2, Em geral quando se tem addicionado o numero com o 
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complemento, é necessario sempre diminuir-se 0 resultado de 
uma unidade da ordem, a que foi completado o dito numero. 


+ 


EXERCICIOS. 


I. A Europa tem 168000000 habitantes, a Asia 580000000, 
a Africa 92000000, a America 150000000 e a Oceania 
10000000. — Qual é a população da terra? 

IL Determinar o numero de estrellas visíveis (sem auxilio de 
instrumentos) sabendo que nossa vista só póde distinguir alé 
ás estrellas de sexta grandeza e que 20 éo numero das estrellas 
de primeira grandeza, 65 0 das estrellas de segunda, 190 o de 
terceira, 4250 de quarta, 1400 o de quinta e 3200 o de sexta 
grandeza. 

NL A maior distancia do sol á terra é de 35183000 leguas, 
e amais curta de 31017200 leguas. — Qual é a differença ? 

IV. O raio do equador é de 3272077 toesas, o do, pólo é de 
3261139 toesas. — Qual é a differença entre os dous raios da 
terra? 

V. Demonstrar que logo que se ajuntão muitos numeros, « 
somma dos algarismos dos numeros ajuntados excede a somma 
dos algarismos do resultado de um numero exacto de vezes 9. 

VI. Demonstrar que a somma de dous numeros E 
com sua differença forma um numero que é dobro do CNO]. 

VII. Demonstrar que, se da somma de dous numeros se sub- 
trahe sua differença, obtem-se um numero que é dobro do 
menor, 

VII. Procurar tres numeros taes que a somma dos dous pri- 
mein os seja 40, a do segundo e ter ceiro seja 18, e a do primeiro 
e segundo 1h. ; ~ 

- XI; O ponto mais elevado da terra, acima do nivel do mar, 
Dhawalagiri é de 8000 metros; o ponto mais baixo da terra, 
abaixo do nivel do mar é de 8000 metros ; qual é a distancia do 
ponto mais elevado ao ponto mais baixo da terra? 5 

X. Misturou-se 450 kilogrammos de nitro com 25 kilogr, de 
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carvão e 25 kilogr. de enxofre para fazer-se polvora, quantos 
kilogrammos obter-se-hão de polvora ? 
a XL Genève está 407 metros acima do nivel do mar, e o hos- 
pPicio de St Bernard 2090” acima de Genève; qual e a altura do 
hospicio de St Bernard acima do mar ? 
XI. Demonstrar que para subtrahir de um numero a diffe- 


rença de dous outros basta subtrahir d'esse numero o minuendo 
e ajuntar o subtrahendo, 


CAPITULO III, 


MULTIPLICAÇÃO. 


Theoria e pratica da operação, 


33. A multiplicação é uma operação que tem por fim compôr 


um numero com um numero dado, como outro dado é com- 
posto com a unidade. 


p] 


O primeiro numero, que é o resultado da operação, chama- 
Se producto, o segundo ¢ o terceiro, que são os dous numeros 
dados, chamão-se multiplicando e multiplicador, ou factores 
do producto. 

A multiplicação de 7 por 4 consiste em compôr o producto 
com o numero 7 como 4 é composto com a unidade; assim 4 
contendo 4 unidades, o producto conterá h vezes 7 ou 747 
+74 7=38, e diz-se que o producto de 7 por4 é igual a 28; 
aqui 7 é o multiplicando e 4 o multiplicador. 

Indica-se esta operação escrevendo entre os dous factores o 
Signal (x), ou (.), que lê-se multiplicado por ; assim para in- 
dicar-se a operação supra escreve-se : 


7xh=28 
ou 7. 4 =28 
que le-se : 
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Sete multiplicado por quatro igual avinte e oito, 


34. Do exposto resulta que a multiplicação é um caso par- 
ticular da addição; é uma addição na qua: as parcellas são 
compostas de quantidades iguaes entre si, 

Uma d'ellas é o multiplicando, o numero d'ellas o multipli- 
cador e a somma o producto. 

Assim pode-se fazer a multiplicação pela addição; para isso 
escreve-se o multiplicando tantas vezes quantas unidades 
contem o multiplicador; a somma desses numeros iguaes é O 
producto. é 

Assim para multiplicar 245 por 5 escreve-se : 


e 
245 X 5 == 245 -H245 + 245 4-245 +245 =1225; 


1225 é o producto de 245 por 5. 

Porém se o multiplicador fosse um numero bastante grande, 
a operação não seria impossivel, porém quasi impralticavel; a 
este proceder longo e laborioso substituio-se outro, de que 
vamos tratar, 


35. Observação I, Gomo o producto se compõe com o mul- 
tiplicando, o producto é pois da mesma especie que o multipli- 
cando; e o multiplicador indicando somente um numero de 
vezes é um numero abstracto. 


36. Observação 1I. O producto de uma quantidade pela uni- 
dade é igual a essa quantidade ; assim : 


DIEN =917, 
37. O producto de dous numeros chama-se multiplo de um 


de scos factores; em geral chama-se multiplo de um numero O 
producto d'esse numero por outro. 


MULTIPLICAÇÃO DE DOUS NUMEROS DE UM SÓ ALGARISMO, 


38. Os productos de dous numeros de um só algarismo se 


-L 
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achão inscriptos no quadro abaixo ; orme oida sob o nome de 
taboa de Pythagoras. 


d As 


o” 


vongnd vosHLONAIS 


Forma-se este quadro, escrevendo na primeira linha hori- 
zontal os nove primeiros numeros significativos, ou melhor 
ainda os productos d'esses numeros pela unidade, Por baixo 
d'esta primeira linha escreve-se a segunda linha horizontal, 
que se compõe dos productos dos numeros da primeira por 2, 
productos que se obtem ajuntando cada algarismo da primeira 
linha comsigo mesmo. A terceira linha contem os productos dos 
numeros da primeira linha por 3, productos obtidos ajuntando 
cada algarismo da primeira linha aos numeros correspondentes 
ha segunda, e assim por diante. A nona e ultima linha contem 
Os productos dos numeros da primeira por nove, productos 
obtidos ajuntando cada algarismo da primeira linha aos nu- 
meros correspondentes da oitava. 

Para obter-se meste quadro o producto de dous numeros 
dados 7 e 5 por exemplo; procura-se na primeira linha hori- 
zontal o numero 7, e na linha vertical o numero 5; desce-se 
com o dedo a columna vertical que contem 7 até ao encontro 


` 
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da linha horizontal que contem 5; e acha-se o producto 35 na 
intersecção das duas linhas. 

Inutil é dizer a importancia que ha em:saber-se de cór os 
productos de dous numeros simples quaesquer, pois o caso 
geral da multiplicação, como se verá, se reduz a multiplicações 
d'esse genero, 


MULTIPLICAÇÃO DE UM NUMERO COMPOSTO POR UM NUMERO SIMPLES, 


39. Seja proposto multiplicar 576 por 3; sabe-se que 


576 x 3==576 + 576 + 576; 
G 

porém a somma destas tres quantidades iguaes se compõe de 
tres vezes a somma das unidades mais tres vezes a somma das 
dezenas, mais tres vezes a somma das centenas, logo para mul- 
tiplicar 576 por 3 basta multiplicar por 3 cada algarismo do nu- 
mero 576, começando pelo algarismo das unidades, e guar- 
dando as dezenas de cada producto parcial para ajuntar-se ao 
producto parcial seguinte. 

h0. Regra. Para multiplicar um numero composto de muitos 
algarismos por um numero de um só algarismo, multiplica-se os 
differentes algarismos do multiplicando pelo multiplicador. 


MULTIPLICAÇÃO DE DOUS NUMEROS COMPOSTOS DE MUITOS 
ALGARISMOS. 


h1. Prixcrrio I. Para multiplicar um numero inteiro pela 
unidade seguida de zeros, basta escrever os zeros á direita do 
numero dado, 

Trata-se de demonstrar que 


2567 x 100 =256700 


Cada algarismo significativo tendo avançado de duas ordens 
para a esquerda, toma um valor cem vezes maior, o numero 
por conseguinte tambem toma um valor cem vezes maior, € 
acha-se d'esta maneira multiplicado por400. 
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42. Princirio II. Para multiplicar um numero inteiro por um 
algarismo seguido de zeros, basta multiplicar o multiplicando 


, pelo algarismo sigRificativo, e escrever á direita do producto os 
zeros que se achão no multiplicador, 


Trata-se de demonstrar que 


246 x 200 =492U0, 


492 sendo o producto de 246 por 2. 


Com efleito, obtem-se o producto de 246 por 200, effectuando 
a addição seguinte : 


o m w 
2h46 o q 
“CD mx2=4 El vas 
246 — O 
246 O E 
DES 26 X2=192 Dm 
d 246 Oro 
A = O > 
Rg o k > . -v 
E as .. . 0-6 sito D c 
a ry a 
Sf Z r 
aE, T. — 
. “ . . . . . . . . O 
TE 5 > 

246 


Ders 246 x 2 = 492 
246 = 


composta de 200 parcellas iguaes a 246 ; ajuntando porém essas 


parcellas duas a duas, forma-se outra columna composta 
de 100 quantidades iguaesa 246 x 2== 


492; ora é claro que a 
somma da primeira addição é a mesma que a da segunda, e 


como esta é igual a 492 x 100 ou 49200, logo 246 x 200 == 
h9200, 


0 qen. d. 


h3. É nestes dous principios que é fundada a theoria geral 
da multiplicação. 


gem 
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Sejão dous numeros quaesquer 476 e 362 de que se busca o 


Rt to e e ah 
57 É C4 952 
do do © “Bira 28560 

mM TY 2800 


Naio 172312 


Multiplicar 476 por 362 é repetir 476 trezentas e sessenta e 
duas vezes , ou 2 vezes, mais 60, mais 300 vezes, Repetir 476 
duas vezes é mulltiplical-o por 2 (nº 39), o producto 952 ces- 
creve-se debaixo do risco horisontal, de maneira que os diffe- 
rentes algarismos fiquem debaixo dos algarismos de mesma 
ordem no multiplicador. 

O producto de 476 por 60 é 28560 (nº 42), que se escreve de- 
baixo do primeiro, de maneira que as unidades de mesma or- 

“dem se correspondão. 

Pode-se deixar de escrever o zero à direita do producto con- 
siderando 2856 como um numero de dezenas; o algarismo 6 
deve então ser collocado na columna das dezenas, 

O producto de 476 por 300 é 142800, numero que é escripto 
sob os outros productos parciaes de maneira que as unidades 
de mesma ordem se correspondão. Pode-se como precedente- 
mente deixar de escrever os dous zeros à direita do producto, 
considerando 1428 como um numero de centenas ; o algarismo 
8 deve então occupar a columna das centenas. 

É claro que a somma 171312 d'esses tres productos parciaes 
é o producto total. 

lh, Recra. Para multiplicar dous numeros compostos de 
muitos algarismos, escreve-se o multiplicador sob o multipli- 
cando, e soblinha-se o multiplicador ; multiplica-se o multipli- 
cando por cada algarismo do multiplicador a partir da direita, 
escrevendo cada producto parcial, de maneira que o primeiro 
algarismo à direita fique debaixo do algarismo que servio de 
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multiplicador ; a somma d'esses productos parciaes, éo producto 
® buscado, 


h5. Observação 1. Seo multiplicando e o multiplicador ter- 
minão em zeros, faz-se abstracção d'elles na formação dos 
productos parciaes, porém á direita do producto total escreve- 
se tantos zeros, quantos houver nos dous factores, 

“Com efleito seja 27000 x 1500 os dous factores dados. 

Multiplica-se (27000) por 1500 multiplicando (27000) por 45 e 
ajuntando dous zeros ao resultado; de outro lado multipli- 

“ca-se 27000 por 45 mùltiplicando 27 por 15 e ajuntando tres 

zeros ao resultado, logo basta multiplicar 27 por 15 ce escrever 
cinco zeros no resultado. 

h6, Observação II, É indifferente a maneira de dispôr os dous 
factores quando se quer efectuar uma multiplicação, porém 
para maior simplicidade e segurança é mister escrever o mul- 
tiplicador sob o multiplicando, de maneira que as unidades de 
mesma ordem se correspondão, 

É indispensavel tambem começar a operação pela direita do 
multiplicando por causa das reservas; porém é indifferente o 
começar-se por este ou aquelle algarismo do multiplicador, 


com tanto que se escreva os productos em seos lugares com- 
petentes, e uns debaixo dos outros. 


4T. Principio J, Se o multiplicando e o multiplicador tornio- 
scum certo numero de vezes maior ou menor, o producto torna- 
se esse mesmo numero de vezes maior ou menor, 


I. Seo multiplicando torna-se por exemplo tres vezes maior, 
o multiplicador ficando o mesmo, o producto será tres vezes 
maior, por isso que conterá o mesmo numero de vezes uma 
quantidade tres vezes maior, 

I. O multiplicando ficando o mesmo, se-o multiplicador 
torna-se tres vezes maior, o producto será tres vezes maior, 
Dor isso que conterá a mesma quantidade tomad 
de vezes tres vezes maior. 


Com o mesmo raciocinio demonstrar-se-hia 
do theorema. 


a um numero 


a segunda parte 


E. 
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48. Prixcirio II. Um producto de dous numeros não muda de 


valor quando se inverte a ordem dos [actore es. 
Quer-se demonstrar que 


Disponhamos em uma linha horizontal cinco unidades, que 
são as que compõem o numero 5, e repetamos essa linha 3 


vezes : 
5 


ab al 
A 
ab 


=- > e 


1 
4 
Ï 


> a 


| 


| 


. . g 
Para avaliar o numero de unidades que se achão n'este qua- 


dro pode-se proceder ou por linhas horizontaes, ou por linhas | 


verlicaes ; no primeiro caso acha-se que esse numero é 5 x 3, 
e no segundo 3 x 5, logo. 


GT id js Se 


OBSERVAÇÃO. Como na resolução dos problemas que dão 
lugar a uma multiplicação: considerão-se os numeros como 
abstractos, vê-se que é indifferente, quanto ao resultado, tomar 
um dos dous numeros por multiplicando ou multiplicador. 

Na pratica por mais commodidade toma-se por multiplicando 
o numero que contem mais algarismos. 


49. Prixcirio II. O numero dos algarismos de um producto 
de dous factores é ao maximum igual ao numero dos algarismos 
nos dous factores, e ao minimum igual a esse mesmo numero 
diminuido de uma unidade. 

Seja quatro o numero dos algarismos no multiplicando, e 
tres no multiplicador. O multiplicando sendo um numero de 
quatro algarismos é maior que 1000, por conseguinte 0 pro- 
ducto de um numero de 4 algarismos por um numero de 3 é 
menor que 10000 x 1000 ou 10000000, isto é, menor que o 
menor numero de 8 algarismos, logo tem quando muito 7 
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algarismos, tantos quantos existem em ambos os factores, logo 
© primeira parte do principio se acha demonstrada. 

] O menor nuincro de quatro algarismos é 1000, o menor nu- 
mero de tres algarismos é 100, por consegninte o producto 
de um numero de quatro algarismos por outro de tres é ao 
minimum igual a 1000 x 100 == 100000, numero de seis alga- 
rismos; isto é, de tantos quantos-existem em ambos os factores 


menos um, logo a segunda parte do theorema se acha demons- 
trada. 


PROVA DA MULTIPLICAÇÃO. 
je) 
50. O principio II permitte tomar o multiplicando por multi- 
plicador e vice-versa; por conseguinte verificar-se-ha o resultado 
de uma multiplicacão, operando de novo e tomando por multi- 


Plicando o factor, que servio de multiplicador na primeira ope- 
a racão, 


Producto de muitos factores. 


51, Até aqui não temos considerado senão dous factores na 
multiplicação ; pode acontecer que tendo multiplicado um nu- 
mero por outro, tenhamos de multiplicar seo producto por 
um terceiro, o novo producto por um quarto numero, e assim 
successivamente; esta maneira de operar é o que se chama 
multiplicar um numero successivamente pormuitos outros. 

Indica-se esta operação da maneira seguinte : 


hHXx3x7x6x 9; 


9 que quer dizer que 4 deve ser multiplicado por 3, o producto 
por 7, e assim successivamente. 
Os numeros 4, 3, 7, 6, 9, são os factores do producto 4 x3 
X7x6x9. 
52, PRINCIPIO. Logo que em um producto de muitos factores, 
um d'elles torna-se um certo numero de vezes maior ou menor, 
3 
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o producto torna-se esse mesmo numero de vezes maior ou 
menor. ' 
Se no producto ' ; i 


hx5X3x7 d 
o factor 3 torna-se 11 vezes maior, o producto 


nx5x3xHx7Touhx5x33X7 


torna-se 11 vezes maior que O precedente : com effeito, 0 pro- 

ducto 4 x 5 ou 20 é o mesmo nos dous productos ; 20 multi- 

plicado por 33, numero 14 vezes maior que 3, dá um producto 

44 vezes maior, o qual multiplicado pelo ultimo factor 7, que é 

commum, dá um producto que é 11 vezes maior que A x 5 X 

Sd, 

A demonstração da segunda parte do theorema é identica á 
da primeira. q 


CoroLLARIO. Logo que se introduz ou supprime um factor 
em um producto de muitos factores, O producto torna-se tantas 
vezes maior ou menor quantas unidades ha no dito factor. 

A razão disto é porque o producto 


SKORE 
é igual ao producto 
3x5x7x1, 


sobre o qual seapplicará o theorema precedente, multiplicando 
o factor 4 pelo factor dado. 


OBSERVAÇÃO. Para clareza dos raciocinios na demonstração 
dos lheoremas, nunca se effectuão os productos dos numeros: 
para indicar um producto efectuado, introduz-se entre paren 
thesis os factores d'esse producto, separados pelo signal (x); ol 
então, não querendo empregar os parenthesis, escrevem-se o 


, 
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factores um ao lado do outro separados por um ponto (.),assim 


È x tox 5x7) ou 3.4.5.7 r 


indica o producto effectuado desses factores, 


RRethodo abreviado para effectuar-se 
è a multiplicação, 


53. Pode-se obter o producto de dous numeros de muitos 
algarismos sem escrever os productos parciaes do multipli- 
cando pelo multiplicador. 

Sejão por exemplo 645 e 237, dous numeros de que se busca 
0 producto. 


total 152865 ESTA ne 


Sabe-se que o producto compõe-se dos dn Nti NH Ã 
de cada algarismo do multiplicando por cada algarismo do C 
multiplicador (algarismos tomados com seos valores relativos); 
assim empregando o methodo ordinario da multiplicação para 
multiplicar 645 por 237, dever-se-hia fazer nove mulliplicacões 
Parciaes, a saber: 5x7, 40X 7, 600xX7, 5x3, 40x3, 

600 x 3, 5 x2, 40x2, 600x 2; de outro lado notando que 
no producto total cada algarismo representa as unidades 
da somma dos productos parciaes, que representão unidades 
de mesma ordem que esse algarismo, Vê-se que, se fosse pos- 
Sivel achar facilmente todos os productos parciaes, que re- 
Presentão unidades da mesma ordem, poder-se-hia obter os 
differentes algarismos do producto total; e é n'isto que consiste 


237 FHEC 
Eles PUBLIC, 


9 methodo abreviado de que se trata. 


O producto das unidades do multiplicando pelas do multi- 


Dlicador, dá unidades; e não ha senão esse producto que dê 
3, x 


-= 
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unidades; logo o producto 35 de 5 por 7 forma o algarismo 5 
das unidades do producto total, e ha 3 dezenas de reserva. 
Para obter-se o algarismo das dezenas do producto total, 
deve-se procurar os differentes productos parciaes, que só 
dem dezenas: é facil ver-se que não ha senão dous, o producto 
das dezenas do multiplicando pelas unidades do multiplicador 
(4 x 7), eo producto das unidades do multiplicando pelas deze- 
nas do multiplicador (5><3); fazendo a somma desses productos 
parciaes, € ajuntando 3 de reserva; isto é, 28415 + 3 =46, 
obtem-se o algarismo 6 das dezenas do producto total e ha 4 de 
reserva. 

O producto das centenas do mulúplicando pelas unidades do 
multiplicador (6 x 7), O producto das centenas do multiplica- 
dor pelas unidades do multiplicando (2 x 5), € 0 producto das 
dezenas do multiplicando pelas dezenas do multiplicador 
(4 x 3) dão centenas, € não ha senão esses tres, que dêem cen- 


tenas ; fazendo pois a somma € ajuntando 4 de reserva, temos : í 


n94+10 +12 -++1==68; 8 é pois o algarismo das centenas do 
producto, e ha 6 mil de reserva. O producto das centenas do 
multiplicando pelas dezenas do multiplicador (6 x 3), e o pro- 
ducto das centenas do multiplicador pelas dezenas do mulli- 
plicando (2 x h), dão unidades de mil, e são os unicos, logo O 
algarismo 2 das unidades da somma 18 4-8 + 6 = 32, é o al- 
garismo das unidades de mil do producto total; ha 3 de reserva. 
O producto das centenas do multiplicando pelas centenas do 
multiplicador (6x2) dá dezenas de mil; ajuntando pois 3 de re- 
serva a 12, temos 15, que são os dous ultimos algarismos do pro- 


ducto total. O numero 152865 é pois O producto de 645 por 237. | 


EXERCICIOS. 


QUESTÕES RESOLVIDAS, 


I. A terra é pouco mais ou menos 49 vezes maior que a luis 
esta é 1405000 menor que O sol. Quantas vezes é o sol maior que, 
a lua? 
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Solução. É facil ver-se que, por isso que a lua é 49 vezes menor 
» que a terra, e que esta é 1405000 vezes menor que o sol. A 
lua será 49 x 1405000 ðu 68845000 vezes menor que o sol. 

1I. Ouvio-se o estrondo de um trovão 12 segundos depois da 
apparição do relampago; sabendo-se que o som percorre 340 
metros em um segundo, e fazendo-se abstracção do tempo empre- 
gado pela luz, cuja velocidade é consideravel, pergunta-se a 


distancia, a que se achava da terra, a nuvem tempestuosa no 
momento do phenômeno ? 


Solução. Porisso que em 4º o som percorre 340”, em 12º per- 
correrá 340 x 12 ou 4080": tal é a distancia a que se achava 
da terra a nuvem no momento do phenómeno electrico. 

HI. Dous correios partem ao mesmo tempo de Paris para Bor- 
deaux, um elles anda 41 kilometros por hora, e o outro 8 
Pergunta-se a que distancia se acharão um do outro 42 horas 
depois da partida? S 

Solução. Se cm1 h. 0 primeiro anda 114 kil., em 42 h. andará 
11 x 120u 132 kil.; se em 4 h. o segundo anda 8 kil., em 12 h. 
andará 8 x 12 ou 76 kil.; por conseguinte, no fim das 42 h., o 
Primeiro achando-se a 132 kil. do ponto de partida, e o segundo 
a 76 kil., a distancia que os separa é pois de 132-76 ou 56 kil. 

IV, Um pae tem h0 annos, seo filho 8; pergunta-se em que 
tempo a idade do pae será tres vezes maior que a do filho. 

Solução. O pae tem 32 annos mais que o filho; por con- 
Seguinte quando sua idade fòr tripla da do filho, a idade do pae 
menos a do filho será igual a 32, ou 3 vezes a idade do filho 
menos a idade do filho será igual a 32, ou 2 vezes a idade do- 
filho será igual a 32; por conseguinte a idade do filho será 16 
annos; e como elle tem hoje 8 annos, a differença 16-8=8 é a 


solução do problema. Com effeito vemos que 40-+80u 48 é o 
triplo de 8 4-8 ou 46. 


ci 


QUESTÕES NÃO RESOLVIDAS, 


a 
V. A luz percorre 77000 leguas em um segundo ; a luz do sol 
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emprega para chegar á terra 8 minutos e 18 segundos. Qual é 
a distancia do sol à terra? e 


VI. Um pae tem hv annos, e seo filho 6. E m que tempo a idade 
do pace será o dobro da do filho? 


yil. Pergunta-se o comprimento de uma ilha, sabendo-se que 
um observador collocado em uma de suas extremidades deo um 
tiro de peça, e outro observador collocado na extremidade 
opposta , só ouvio o liro 36 segundos depois de ter vislo a in- 
flamação da polvora. E 

vil. O raio da terra é igual a 1450 leguas, a distancia do sol 
á terra igual a 2400 raios terrestres: Qual é a distancia em le- 
guas do sol å terra? 

IX. A circumferencia da terra contem 360 gráos, e cada gráo 
vale 25 leguas ou 20 leguas marinhas, Pergunta-se quantas 
leguas contem a circumferencia terrestre? ` 2 


X. A differença de dous numeros é 0, e se de cada umd elles 
subtrahir-se 80, um ficará tres vezes maior que outro, Deter- 
minar esses dous numeros. 


BIBLIOTHECA RUBRICA. 
ão 


ESTADO DO MAR AINERÃS: 


Theoria e pratica da operação. 


54. A divisão é uma operação que tem por fim, conhecendo- 
se o producto de dous factores, chamado dividendo, e um 
d'elles, chamado divisor, determinar o outro chamado quo- 
ciente ou razão. Ainda se define a divisão dos dous modos se- 
guintes. s 

A divisão é uma operação que tem por fim dividir um numero 
dado (o dividendo) em tantas partes iguaes, quantas unidades 
contem outro nnmero dado (o divisor). 

A divisão é uma operação que tem por fim determinar quantas 


nouu 
Biblioteca Pública Benedito Leite 


é 


a es rr q ni Cy e Cp a — 


à 


DE ARITHMETICA. 39 


vezes um numero dado (o dividendo) contem outro numero 


sdado (o divisor). 


55. Vamos ARO PANE que essas tres definições só fazem uma, 
e que todas teem por fim determinar um numero que, multi- 
plicado pelo divisor, reproduza o dividendo. 

Supponhamos que o dividendo seja 28, e o divisor 7; bus- 
quemos o quociente applicando successivamente as tres de- 
finições, 

O dividendo 28 é um producto de dous factores, dos quaes 
um é 7; pela taboa da multiplicação vê-se facilmente, que o 
outro é 4, por isso que 28 =7 x 4; assim o quociente 4 é tal 
que multiplicado por 7 repeoduz o dividendo 28. 

Trata-se de dividir 28 em 7 partes iguaes ; se n representa 
uma dessas partes, deve-se ter : 


98=n-+-n+-n4nd-nd-n+A-n 
ou 98=nx71=7xn 


assim como na primeira definição, a questão é determinar um 
numero que, multiplicado por 7, reproduza 28. 

O dividendo sendo o producto do divisor pelo quociente, 
contem o divisor tantas vezes, quantas unidades contem 0 quo- 
ciente; por conseguinte na divisão de 28 por 7, o quociente in- 
dica o numero de vezes que o divisor é contido no dividendo. 

Assim todas essas tres definições só fazem uma; porém adop- 
aremos a primeira. 

Indica-se esta operação entre dous numeros da maneira 


l 


: h inda 
Seguinte : 24 : 6 ou a que se lê : 24 dividido por 6. 
3 3) 


56. Processo natural. O dividendo sendo a somma de muitas 
Quantidades iguaes ao divisor, para obter-se o numero dessas 
quantidades, que não é outra cousa senão o quociente, bastará 
Subtrahir o divisor successivamente do dividendo até esgolal-o; 
€o numero de subtracções que se tiver em feito, será o quocien- 


A 2h me A 
te, Por exemplo, para obtermos o quociente de 6 diremos : 


a 
E 
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94-6==18, 18-6 =12, 12-6 = 6, 6-6=— 0 ; tendo-se feito quatro 
- h 7 

sublracções, 4 será O quociente, assim 7 =l; com effeito 


2A = 6 X h. 

57. Porém se em lugar de 24 tivessemos 29, procedendo da 
mesma maneira achariamos 4 por quociente e ficaria ainda 5, 
de que não se pôde subtrabir 6. N'este caso diz-se que a divisão 
não se faz exactamente, e que o quociente é 4 , porém que ha 
um resto 5. 

58. Mais tarde veremos como se procede para ter-se um 
quociente exacto ; isto é, tal, que multiplicado pelo divisor, re- 
produza o dividendo. c 

Agora só considerâmos 4 divisão dos numeros inteiros , que 
tem por fim dar a parte inteira do quociente, ou melhor ainda, 
o maior numero de vezes que o divisor é contido no dividendo. 

Assim, procurar o quociente de 29 por 6 significa procurar O 
maior numero de vezes que 6 é contido em 29. , 

59. A differença entre o dividendo dado, e o maior multiplo 
do divisor contido no dividendo é o resto da operação, Assim 
99— 6 X L= 29 — 24 = 5, é o resto da divisão de 29 por 6. 

É’claro que todo o resto é menor que O divisor. h 

60. Ha dous casos principaes à considerar-se na divisão dos 
numeros inteiros : o divisor é numero de um só algarismo, | 
ou numero composto de muitos algarismos. Em cada um 
desses dous casos examinaremos ainda dous outros : 0 dividen- 
do é menor que 40 vezes o divisor, ou maior que 10 vezes o di- 
visor. 

61. PRIMEIRO CASO. O divisor é numero de um só alga- 
rismo. ; 

I. O dividendo é menor que 10 vezes 0 divisor, O dividendo 
sendo menor que 10 vezes o divisor, O quociente é numero 
de um só algarismo, que será dado pela taboa da multiplicação. 
Se o dividendo se achar wessa taboa, será muito facil obter-se 
o quociente; com effeito, pelo habito que temos de dizermos 
promptamente os productos de dous numeros de um só alga- 

= rismo, poderemos, com a mesma promplidão, determinar um 
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dos factores de um producto, conhecendo esse producto, e um 
+ dos seos factores. : 
Assim, © quociaAtê dg divisão de 28 por 7 é h, por isso que 
28=7x4; porém se o dividendo não se achar na taboa; isto 
é; se o dividendo não fôr um producto exacto do divisor por 


dl do PR ee . 
outro numero, como no exemplo 7 então é facil ver-se que : 


>7xh,e 34<7x5, e por conseguinte o quociente 
é comprehendido entre 4 e 5; diz-se que 4 é o quociente ap- 
proximado a menos de uma unidade por defeito ; podia-se 
tambem tomar 5; porém este quociente seria approximado « 
menos de uma unidade pomexcesso. 

62. IL. O dividendo é maior que 40 vezes o divisor. Seja 3415 
à dividir por 7. É facil ver-se que : 


700 < 3475 < 7000 
ou 7x400 < 3475 < 7x 1000; 


O quociente é pois comprehendido entre 100 e 1000, por con- 
Seguinte consta de tres algarismos; representando por 4. b. c 


0 quociente buscado, e por R o resto da divisão , se houver, 
temos : 


34715 =7 x a. b. c+R; 


R sendo menor que 7, o producto 7 x abc é contido no dividendo 
3475 O mesmo numero de vezes como se 3475 representasse O 
Producto puro do divisor 7 pelo quociente a, b. c. O dividendo 
Pois sendo o producto do divisor pelo quociente se compõe de 
tres productos parciaes : do producto do divisor pelas centenas 
do quociente, do producto do «divisor pelas dezenas do quo- 
ciente, e do producto do divisor pelas unidades do quociente. 
Tratemos de separar esses tres productos parciaes: o producto 
do divisor, pelas centenas do quociente, não pode dar unidades 
inferiores ás centenas; por conseguinte será contido nas 34 
Centenas do dividendo, que podem encerrar, alem do producto 
Puro do divisor pelas centenas do quociente , as centenas re- 


ES 
ma 
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fluindo dos dous outros productos parciaes; isto é, do producto 
do divisor pelas dezenas do quociente, e do producto do divisor: 
pelas unidades do quociente; porém es dezenas e as unidades 
do quociente fórmão um numero menor que 100; por conse- 
guinte, o producto pelo divisor é menor que 700, e a reserva 
de centenas feita sobre esse producto, é menor que 7; logo 0 
divisor não é contido n'essa reserva uma Só vez; por conse- 
guinte é contido em 34 centenas o mesmo numero de vezes 
como se 34 fosse o producto puro do divisor pelas centenas do 
quociente. Somos pois levados a dividir 34 por 7: 0 quociente. 
h representao algarismo das unidades mais fortes do quociente. 


3475 7 
28 h96 
675 
63 
h45 
h2 
3 


Multiplicando 7 por 4, e subtrahindo o producto 28 centenas 
do dividendo, temos o resto 675, que encerra o producto do 
divisor pelas dezenas do quociente, o producto do divisor pelas 
unidades do quociente, e o resto da divisão, se houver; quanto 
ao resto, sabemos que nada influe sobre a determinação dos al- 
garismos do quociente. Separemos os dous productos parciaes ; 
o producto do divisor pelas dezenas do quociente não pode 
dar unidades inferiores ás dezenas; por conseguinte será contido 
nas 67 dezenas do numero 675, que podem encerrar, alem do 
producto puro do divisor pelas dezenas de quociente, as deze- 
nas refluindo do outro producto parcial; isto é, do producto 
do divisor pelas unidades do quociente; porém as unidades 
do quociente não chegão a 10, logo o producto por 7 é 
menor que 70, e a reserva de dezenas feita sobre esse pro- 
ducto é menor que 7, logo 7 é contido em 67 o mesmo nu- 
mero de vezes como se 67 representasse o producto puro 
de 7 pelas dezenas do quociente; dividamos pois 67 por 7. 
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O quociente 9 rel 


senta o algarismo das dezenas do quo- 
ciente; multiplicango 7 por 9 e subtrahindo o producto 63 de- 
zenas do numero 095, rgsta-nos o numero h5, que contem o 
ultimo producto parcial; isto é, o producto do divisor pelas 
unidades do quociente, mais o resto da divisão, se houver; 
este resto não influe, como sabemos, sobre a determinação do 
algarismo que nos falta; por conseguinte dividindo 45 por 7,0 
quociente 6 é o ultimo algarismo do quociente , algarismo das 
unidades ; multiplicando 6 por 7, e subtrahindo o producto 42 
de 45, temos 3 por differença : 3 é pois o resto da divisão, € 
496 0 quociente inteiro. 

63. SeGunDo caso : O dimisor é numero de muitos alga- 
rismos, - 

LOdividendo é menor que 10 vezes o divisor. Seja por exemplo 
9 numero 4738 que queremos dividir por 694. 

O dividendo sendo menor que 10 vezes o divisor, O quociente 


a É menor que 40, e por conseguinte é numero de um só alga- 
rismo : 


4138 | 694 
Mj 6 


574 


Seja a esse quociente; o dividendo compõe-se pois de tres 
productos parciaes : do producto do quociente pelas centenas 
do divisor, do producto do quociente pelas dezenas do divisor, 
do producto do quociente pelas unidades do divisor, O pri- 
meiro producto não pode dar unidades inferiores ás centenas; 
por conseguinte será contido nas 47 centenas do dividendo, 
que podem encerrar, alem d'esse producto, as reservas de cen- 
tenas feitas sobre os dous outros productos; logo pode aconte- 
cer que, dividindo 47 por 6, se obtenha um algarismo muito 
forte, do que seremos advertidos, se o producto d'esse alga- 
rismo pelo divisor dér um producto maior que o dividendo 
1738, É bom notarmos que não ha necessidade de fazer o pro- 
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ducto para sabermos que o algarismo achądo não é o verda- 
deiro quociente; basta para isso multiph car esse algarismo 
pelo segundo algarismo do divisor a partit «da esquerda e ajun- < 
tar a reserva de centenas feita sobre esse producto ao producto 
do quociente achado pelo primeiro algarismo do divisor; sè- 
esta addição dér uma somma maior que o numero de cente- 
nas do dividendo, então conclue-se que o algarismo posto no 
quociente não é o verdadeiro quociente; diminue-se esse alga- 
rismo de uma unidade, emprega-se ainda a mesma verificação, - 
e assim até que se chegue ao verdadeiro algarismo do quo- 
ciente. Pode acontecer que, temendo pôr um algarismo muilo 
forte no quociente, se ponha um muito fraco; seremos adver- 
tidos d'esse engano, se o resto da operação fôr major que 0 
divisor. 

Passemos à applicação; dividindo 47 por 6, achamos 7 por 
quociente, que pode ser um algarismo muito forte; porém pondo 
em pratica os mcios que acima indicámos, diremos : 7 vezes 
9 fazem 63; relenho 6 centenas, que juntas ao producto 42 
provindo de 7 x 6, fazem uma somma 48 maior que 47, nu- 
mero de centenas no dividendo, logo 7 é um algarismo muito 
forte ; diminuindo-o de uma unidade temos 6, sobre o qual 
ensaiando o mesmo proceder, achamos que preenche as 
condições necessarias ; multiplicando 694 por 6, temos por pros 
ducto 4164; subtrahindo-o do dividendo 4738, temos por 
diferença 574, que sendo menor que o divisor, representa 0 
resto da divisão, 

64. I. O dividendo sendo 10 vezes maior que o divisor. Este 
é o caso geral da divisão. 

Seja 437695 um numero que queremos dividir por 576. 

É facil ver-se que : 


57600 < 437695 < 576000 
ou 576 x 100 < 437695 < 576 x 1000; 


o quociente, sendo comprehendido entre 100 e 1000, tem 3 al- 
garismos ; sejão a, b, c esses tres algarismos, à sendo um nu 
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mero de centênash um numero de dezenas e c um numero 
de unidades. O i Njendo sendo o producto do divisor pelo 
quociete, compõe-se de tres productos parciaes, do producto 
do divisor por a, do producto do divisor por b e do producto 
do divisor por c; tratemos de separar esses tres productos 
parciaes, o primeiro producto não pode dar unidades infe- 
riores ás centenas; por conseguinte será contido nas 4376 
Centenas do quociente, que podem encerrar, alem d'esse pro- 
ducto, as reservas de centenas feitas sobre os dous outros pro- 
ductos parciaes; porém por maior que sejão b ec, o numero 
b-c será sempre menor que 100, por conseguinte o producto 


de (b-c) por 576 será sempre menor que 57600, logo a re- 


serva de centenas feita sobre esse producto será menor que 
976; por conseguinte 576 é contido em 4376 o mesmo numero 
de vezes como se 4376 representasse 0 goeh puro de 576 


7 to, 


137695 | SÃO» by 

n032 59 "44) COs 

30495 | abe O, Xo By, 

2880 O, 274 
BISA 4 4 


5 Ny A 


dividindo pois 4376 por 576 (nº 63) achamos por quociente 7, 
que representa o algarismo das centenas do quociente; mul- 
tiplicando 576 por 7, e subtrahindo do dividendo o producto 
1032, que é um numero de centenas, temos o resto 34495, 
que contem ainda os dous outros productos parciaes, e o resto 
da divisão, se houver. O producto do divisor por 6, não po- 
dendo dar unidades inferiores às dezenas, será contido nas 
3449 dezenas do novo dividendo, que podem conter, alem 
d'esse producto, as reservas de dezenas feita sobre o outro 
producto parcial; porem c, por maior que seja, é sempre menor 
que 40; por conseguinte o producto de c por 576 é sempre 


Biblioteca Pública Benedito Leite 


46 TRATADO 


menor que 5760, e a reserva de” dezen! feita sobre esse 
producto é menor que 576, logo o divisof não é contido uma 
só vez n'essa reserva, logo o é em 8449 o mesmo numero de 
vezes como se 3449 representasse o producto puro do divisor 
576 pelas dezenas do quociente. Dividindo 3449 por 576 
(nº 63) achamos por quociente 5, que é pois o algarismo das 
dezenas; multiplicando 576 por 5, e subtrahindo do novo di- 
videndo o producto 2880, que é um numero de dezenas, temos 
ainda um resto que contem o ultimo producto parcial e o resto 
da divisão, se houver; porém este resto sendo menor que o 
divisor 576, não influe sobre o ultimo algarismo do quociente; 
dividindo pois 5695 por 576 tenios por quociente 9, que é o 
ultimo algarismo ou o algarismo das unidades do quociente 
buscado; multiplicando 576 por 9, e subtrahindo do novo di- 
videndo o producto 5184, temos por diferença 544, numero 
menor que o divisor, e que representa o resto da divisão, 

65. REGRA GERAL. Para achar o quociente da divisão de dous 
numeros inteiros, separa-se à esquerda do dividendo o menor 
numero algarismos possivel, que contenha ao menos uma vez 
o divisor; divide-se pelo divisor esse numero, que se chama pri- 
meiro dividendo parcial, e obtem-se o primeiro algarismo do quo- 
ciente, ou o algarismo das mais altas unidades do quociente. Mul- 
tiplica-se esse algarismo pelo divisor, e- subtrahe-se o producto 
do dividendo parcial; obtem-se um resto, á direita do qual se 
escreve o algarismo seguinte do dividendo, o que forma o se- 
gundo dividendo parcial; divide-se este ultimo numero pelo 
divisor e tem-se o segundo algarismo do quociente; multiplica-se 
esse algarismo pelo divisor, e subtrahe-se o producto do segundo 
dividendo parcial; ao lado do resto escreve-se o seguinte alga- 
rismo do dividendo, o que forma o terceiro dividendo parcial, 
sobre o qual se opera como precedentemente, e assim successiva- 
mente, até que se tenha empregado todos os algarismos do divi- 
‘dendo. Se um dos dividendos parciaes fôr menor que o divisor, 
escreve-se um zero no quociente, e ao lado do dividendo parcial 
o seguinte algarismo do dividendo, e procede-se como indi- 
cúmos, 


-L 
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66. Observação. É necessario em geral comecar-se a di- 
sYisão de dous nuns ros pela esquerda do dividendo ; porque é 
impossivel distingu * no glividendo o producto do divisor pelas 
Unilades simples do quociente, 


67. Observação IT. Seo dividendo e o divisor se terminão em 
zeros, supprime-se em ambos o mesmo numero de zeros, e 
isto não altera o quociente; porém o resto é multiplicado pela 
“Unidade seguida-de tantos zeros, quantos se supprimirão; 
assim o quociente da divisão de 250000 por 3000 é o mesmo 
que a de 250 por 33 isto é: 


2 


250000 250 
3000 3 


Com effeito 250==3 x 83 4-1; isto é, 250 unidades igualão 
“83 vezes 3 unidades mais uma unidade; e por conseguinte 250 
“Unidades de mil, igualão 83 vezes 3 unidades de mil mais uma 

unidade de mil; isto é: 


250000 =3000 x 83 +1000,0. q. e. n. d. 


68. Observação II. Se em geral o divisor se termina em zeros, 
Supprimem-se esses zeros no divisor e no dividendo (á direita) 
um numero igual de algarismos; o quociente d'esta ultima di- 
Visão é o mesmo que o da primeira ; porém o resto será igual 
do resto da outra augmentado do numero formado dos alga- 
rismos separados no dividendo. Seja 347892 um numero que 
queremos dividir por 9000; o quociente da divisão de 347892 
Por 9000 será igual ao quociente da divisão de 347 por 9. 

Com efeito 347 = 9 x 38-5 ; isto é, 347 unidades de mil 


igualão 38 vezes 9 unidades de mil mais 5 unidades de ur; 
isto é : 


3147000 == 9060 x 38 +5000 
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e por conseguinte A 


. 
à 


(e 
347892 = 9000 X 38-5822. 


5892 é o resto d'esta ultima divisão, por isso que 5892 < 9000. 
69. Observação IV. Na pratica quando se trata da divisão 
de um numero de muitos algarismos por outro de um só 
algarismo, não se escrevem os differentes dividendos par- 
ciaes : faz-se esta operação mentalmente escrevendo. debaixo 
dos algarismos do dividendo os algarismos do quociente, 
Fis o typo d'esta operação : 
e 
3471640943857 


4341640943857 |1 


| 
| 
49662991979 ! 4 


na qual 347640943857 é o dividendo, 7 o divisor, 49662991979 


o quociente, e ho resto. 

70. Observação V. Numero dos algarismos do quociente. 

Dos raciocinios que fizemos na theoria da divisão a este res- 
peito é facil concluir-se o seguinte : e 

Logo que o primeiro algarismo do dividendo é menor que 0 
primeiro algarismo do divisor, o numero dos algarimos do quo- 
ciente é igual á differença entre o numero dos algarismos do 
dividendo, e o dos algarismos do divisor; e se é maior, o numero 
dos algarismos do quociente é igual á essa differença mais um. 

Se n representa o numero dos algarismos do dividendo, € n'o 
dos algarismos do divisor; no primeiro caso 0 numero dos al- 
gavismos do quociente será n — n'e no segundo n— nm +1. 


j4. Observação VI. Seo dividendo e o divisor são numeros 
compostos de muitos algarismos e o quociente devendo conter 


muitos algarismos, abrevia-se a operação, fazendo-se à parte . 


uma taboa dos productos do divisor pelos nove primeiros al- 
garismos da serie natural dos numeros; o que permitte ver 
facilmente qual o multiplo do divisor que é contido em cada 


AAA 
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| dividendo E conseguinte qual o algarismo do quo-. 


wiente : x 
| Wae 
t 37976043028753243 | 673 
! 3365 56427998856839 
4326 
4038 
-2880 
i 2692 
l S gaon 
pooo 1346 
| -l FE “Rana 
S < RA 1 673 
o. < 1 R » ev o. 
a fam 6720 
i < 6057 de eom s o 1346 
| So E 6632 - 
Ui y 6057 SSS EotT e 401) 
DR OE s 
E 5384 he e à -e 2692 
d “O O, 3747- 
Es. 3365 J eS AR 
q ES 1603 ~ 
Em O 4038 6.... . 4038 
- y tu 5652 - 
$ a 5384 EYER 
N -- me aa “ua di É 
) 2684 A 
QUILO ES ao 5 a 
? | 66537 
` 6057 gN 0057 
0 596" 
bo S 
0 
-E EXERCICIOS, 
S | QUESTÕES RESOLVIDAS, 
Tr ) p 
4 | ; 
te l. Tendo-se effectuado uma divisão , se se toma por divisor 
E ° quociente achado, trata-se de demonstrar : 
or 1° Em que caso o novo quociente é igual ao divisor da pri- 


Meir r z 
a$ tra operação; 
4 
i 
f pe 
EAR 
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2° Se não forem iguaes, delerminar o novel; juociente e o novo 
resto sem effectuar a segunda operação. by o 

Solução. Sejão n o dividendo, d o divisor! q o quociente, e” 
o resto de uma divisão, de maneira que : 


n=dxXq+"; 


é claro que podemos indicar esta igualdade tomando d por 
divisor da seguinte maneira : 


n x 
dd 


por isso que o resto de uma divisão é a razão do numero in- 
teiro rao divisor d ; tomando q por divisor, podemos tambem 
pôr : 


. q q 


na ultima igualdade para que d seja o quociente da divisão de 
n por q, é necessario que ” < q: assim tomando q por divisor 
teremos d por quociente, se o resto 1 achado na primeira ope- | 
ração fôr men e o quocien 0. 

Dividindo por exemplo 314 por 52, achamos : 


311=52 x 5451 (1); 


o resto 51 da divisão sendo maior que o quociente achado 5, 
se dividirmos 311 por 5, não teremos 52 por quociente: com 
effeito, efectuando esta divisão achamos : 


311 = 5 X 62 +1 (2). 
É facil obter-se o quociente 62 d'esta nova divisão sem effec- 


tuar a operação: com efeito, podemos escrever a igualdade (1) 
“tomando por divisor 5 do modo seguinte : 
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OA 
, 9 > 
Porém 
51 1 
E Rad A 
logo 
314 ` 1 
Ro 52 + 10 + z 
ou 311 1 
5 = 62 + z 


9 que pode-se escrever : 
314 =62x5-+1. 


I j À 
a n. A somma de dous numeros é 58; sua differença 16. Deter- 
T esses numeros; 
0. o ” : 
sá Ro Sabemos que a somma de dous numeros, junta á 
ifferença, dá um numero dobro do maior, assim , 


5B+ 16 TEA 
2 2 
É o mai 3 
É qa Telles; é claro que o outro será 58 — 37 =, nu- 
: as que se podia obter empregando o seguinte theorema; se 
0 . 
mma de dous numeros se subtrahe a sua differença, obtem- 


Se u É ; 
M numero que é dobro do menor, assim , 
58 — 16 h2 
= = 2l 
9 J 


éo a z 

E RR TO numero ainda ha pouco determinado. Verificamos 

no Vo resultado, vendo que 37 — 21 = 16, que é justamente 
lerença dada. 


LA 
* Achar um numero tal que a somma dos seos algarismos, 


i 


paa 
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tomados com seos valores absolutos seja 17 ig que a differença 
entre o numero inverso, e o numero dado sja 5h. o 

Solução. Supponhamos que à representa o algarismo das 
dezenas, b o das unidades, de maneira que o numero proposto | 
será a X 10 + b, e o inverso bx 10+a. f 


A primeira condição do problema é : | 
CERAS; 
e a segunda : 
aaa SA b ==bt, | 
igualdade que podemos escrever : 


a0xb—b+a—1tOox da = 5, 


ou 9b— 9a = 5h, f 

: = j 
ou 9 (b — a) = 54; 

. o 

donde : b-a= 2 = | 

i 


Temos emfim a somma e a differença de duas quantidades +. 


b -+ a=12, 
|| 
b—a=6; 
| 
d'onde se tira : ij de + sie- AS ig l 
412 — 6 6 
e a = 3 = 1 id 


Assim o numero buscado é 39: com efeito 3 ++ 9 =12 e 
93 — 39 = 5h. 


o 


Biblioteca Pública Benedito Leito 


DE ARITHMETICA. 53 
ph 
9 u 
QUESTÕES NÃO RESOLVIDAS. 


IV. Em que caso o resto de uma divisão fica o mesmo quando 
Se divide o dividendo pelo divisor ? 

V. Achar um numero tal que a somma dos seos algarismos, 
tomados com seos valores absolutos, seja 12, e que a differença 
entre o numero inverso co dado seja 18. 2 
VI. A distancia da terra ao sol é pouco mais ou menos 
38000000 de leguas de 4000 metros cada uma ; que tempo 
seria necessario ao som quespercorre 340™ por segundo, para 
vir do sol à terra, se existisse uma atmosphera para trans- 
Mittil-o? i 

VU. A estrella que se acha mais perto da terra está a uma 
distancia 226665 vezes maior que a da terra ao sol; achar o 
tempo que emprega a luz para vir d'esta estrella a nós, sabendo 
quea luz nos vem do solem 8™ 1485. 

VII. A distancia da lua á terra é de 83199000 metros , per- 
Junta-se o tempo que empregaria o som para vir da lua á terra, 
Sabendo que o som percorre 340 metros em um segundo, 

IX. Quantos dias se empregaria para andar á roda da terra, 
que é de 9000 leguas, andando dia e noite uma legua por 
hora 2 n 

X. A luz do sol emprega 8” 18: para chegar á terra, a distan- 
“a do sol á terra é de 38090000 de leguas ; pergunta-se o 
“paço percorrido pela luz em um segundo, ou a velocidade da 

uz. 

XI. Suppondo que a bala de uma peça d'artilheria faça uma 
legua em 20 segundos, e que seo movimento continue indefinida- 
mente, pergunta-se o tempo em horas, minutos e segundos, que 
empregaria a bala para ir da terra ao sol; isto é, a percorrer 
um espaço de 38900000 de leguas. 

XIT. Dous correios vão ao encontro um do outro: a distancia 
que os separa é de 125 leguas ; um d'elles que anda h leguas por 

Ora parte ao meio dia, e o outro que anda 3, parte 5 horas de- 


AA 
ES Ea 
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pois do primeiro. Quando, e a que distanció;dos dous pontos de, 
partida terá lugar o encontro ? G € 

XIII. Dous correios vão ao encontro umdo outro: a distancia 
que os separa é de 120 leguas; um anda 3 leguas por hora, e 0 
outro 2. Quando, e a que distancia dos dous pontos de sartidid 
terá lugar o encontro? 

XIV. Dividir 40000 reis entre 3 pessoas , de maniera que a 
primeira tenha o dobro da segunda, e a segunda o triplo da. 
terceira. , ~ l 

XV. Dividir 36000 reis entre 40 pessoas, de mañeira que cada” 
uma das duas primeiras tenha o quintuplo de cada uma das 
outras. € | 

XVI. Deo-se um tiro de peça em Villijuif : um observador col- 
locado em Montery, a uma distancia de 18612 metros da peçãy 
ouve o tiro 5 minutos 4 segundos depois de ter visto a inflamma- 
cão da polvora. Pergunta-se o espaço que osom percorre no ar 
em um segundo, sabendo-se que o estrondo da explosão acom; 
panha a inflammação da polvora, e que a velocidade da lus 
pode ser considerada como infinitamente grande na superfici 
da terra (4). 

XVII. Um pae tem 48 annos e seo filho 8 : daqui ha quantos 
annos a idade do pae será quintuplo da do filho? 

XVIIL. O quociente de dous numeros é48, e sua somma 1421: 
Determinar esses numeros. 

XIX. Dividir 256 em duas partes, de manewa que 0 quocienti 
da divisão da primeira pela segunda seja 31. 

xx. Derminar dous numeros que tenhão por differença 684! 
por quociente 37, 


(1) Foi esta a experiencia que fizerão François Arago, e Gay-Lussac, sabio 
francezes, em uma noite do mez de junho de 1822, para determinar a veloci 
dade do som no ar. 
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Propriedades elementares des numeros. 
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CAPITULO PRIMEIRO. 


THEOREMAS RELATIVOS AS QUATRO OPERAÇÕES. 


4 
* POTENCIAS. — THEOREMAS RELATIVOS AS POTENCIAS, 


Theoremas relativos à multiplicação. 


72. Tueorema I. O producto de muitos numeros é sempre 0 
mesmo, qualquer que seja sua ordem, quando se effectua a mul- 
tiplicução. 

Este theorema já foi demonstrado no caso particular de dous 
factores: a demonstracção geral se divide em tres partes, que 
Yamos examinar. 

I. Em um producto de muitos factores, pode-se inverter a or- 
dem dos dous ultimos sem alterar o valor do producto. 

Trata-se de demonstrar que : 


9 x3X0X5=2X3X5 Xh. 


Effectuando o producto dos numeros que precedem os que 
queremos mudar de lugar, o que é possivel, temos : 
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f 
6xhx5= 6x5. 4% 
j P í 
Escrevãmos em uma Jinha horizontal 4 vézes o numero 6, e 
repetamos essa linha 5 vezes : 


e e e m e 
OOOO 
COOCOO 
CaO 


Cada linha horizontal contem 6x h unidades; e como ha 
5 linhas horizontaes, o quadro acima comtem 6 x 4 x 5 uni- 
dades; cada linha vertical contem 6 x 5 unidades; e como ha 
. 4 d'essas linhas, segue-se que o quadro contem 6 x 5 x 4 uni- 
dades, logo : 


6xhx5=6x5x 4. 


ou: 
2x3 X4X5=2X3X5Xh, 


substituindo a 6 os factores, que o formarão. 

II. Em um producto de muitos factores, pode-se inverter a 
ordem de dous factores consecutivos quaesquer sem alterar o 
producto. 

Trata-se de demonstrar que : 


2x3xhx5=2xhx3x5. 


Considerando somente os tres primeiros factores, sabemos 
que : 
2X3Xxi4=2xhxô3. 
logo : 
2x3xhx 5=2x4X3 X5, 
0 qen, de 


E o 
LG =“ 
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HI. Em um pros melo de muitos factores pode-se inverter, como 
Se quizer, a a, factores sem alterar o producto. 

Com effeito, invertendo successivamente a ordem de dous 
factores consecutivos, poderemos conduzir um d'elles ao logar 
que quizermos no producto, e transtornar por conseguinte sua 
Ordem, sem alteração do producto. 

73. THEOREMA II. Para multiplicar um producto de muitos 
factores por um numero, basta multiplicar um dos factores do 
Producto por esse numero, conservando os outros factores. 

Sejá2xh4x 5x3 0 producto que queremos mulliplicar por 
7; bastará multiplicar por 7 um dos factores do producto, ou 
2, ou h, ou 5, ou 3, conservando os outros. 

Introduzir um factor 7 em um producto é tornal-o 7 vezes 
Maior; porém faz-se um producto 7 vezes maior, fazendo um 
dos factores 7 vezes maior (nº. 52), logo basta multiplicar por 
7 um dos factores, conservando os outros, 0. q. e. n. d. 


, 


Corollarios dos theoremas precedentes. 


Th, Conortario I. Em um producto de muitos factores, pode 
Substiluir-se aum certo numero d'elles seo producto effectuado, 
“reciprocamente. 

Sejá7x11x6x4x5x90 producto, no qual queremos 
Substituir aos factores 6 Xx 4 seo producto effectuado 24, 

Com effeito : ; 


IX x6x6X5 X9=6X4X7X 11x 5 X9 (nº 72). 
Porém ; 


6X4X7 X11 x5 Xx9=24x 7 x11 x9 (n° 51). 


logo º j =” 


IX x6xhx5x9=M>x7X1X9. o. q. e. n. d, 


Assim como reunimos dous factores em um só, podemos 


r . < tæ 
unir tres, quatro, etc, em um só; porque a reunião de dous 
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forma um numero que é considerado no ng; o producto como 
um factor, que pode em virtude da primé a parte do corol-: 
lario, ser reunido a outro, que serum terceiro numero no | 
producto primitivo; € assim successivamente. 


A proposição inversa é clara, e a demonstracção facil. 
Applicação. Seja proposto effectuar o producto. 


ii 


20x 15X 5X 4x 25. 


Se fôssemos a effectuar esse calculo, seguindo a ordem dos 
factores, a operação seria muito longa; porém se notarmos 
que 20 x 5==100, 25 X h=100,€ 15x4=60, 0 producto 
toma logo outra forma muito mais simples : 


e q 


400 x 100 x 60 = 600000. 


715. CororLario I. O producto de duas ou mais expressões | 
compostas de muitos factores, contem todos os factores, que en- 
trão nessas expressões : 

Assim : | 


(4x 21X7 x16) x (6 X 8x9 x 25). = | 
=1XUXTX1I0x6x8x9x25 


Com efeito : 


(L x 21X 7x 16) x (6 X 8 x 9 25) = 
(x 21X7 X16) x 6X 8x9 X25 (nº 7). 


Para effectuarmos as operações marcadas no segundo men- 
bro, deveriamos mulitiplicar o numero (4 x 21 x 7x 16), con 
siderado como um producto effectuado por cada factor success. 
sivamente do segundo producto, 6, 8, etc. ; porém antes de, 
passar á multiplicação por esses factores, teriamos d'effectual 
o primeiro producto ; assim vemos que se não 0 effectuarmos 
e se pelo contrario 0 considerarmos decomposto em seos dif- 
ferentes algarismos, teremos uma expressão, | 


XAXI X16X6X8X9X25 
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que será igual {PA producto das expressões dadas, e que con- 
tem todos os faci áres, que n'éilas entrão. 

O que dissémos sobr? dous factores applica-se facilmente a 
quantos factores quizermos. 

76. THEOREMA II. Para multiplicar um numero por um pro- 
ducto de muitos factores, basta multiplicar esse numero por 
cada factor successivamente. 

Por exemplo, para multiplicar 7 por 24, 24 sendo o producto 
de 2, 3, 4, basta multiplicar 7 por 2, o resultado por 3, o novo 
resultado por 4; com effeito. 


, 


7Xp2h==2h x7 


Podemos decompôr 24 em seos factores 2, 3. 4, e escrever 
ho segundo membro em lugar de 24 esses factores, por isso 
que antes de passar á multiplicação pelo numero 7, ter-se-hia 
Peffectuar o producto d'esses factores ; assim : 

ix2=2x3xh4x7 
ou 7x2=7x2x3X4 (nº 79). 
0.4. e. n. d. 


77. Tnzoreva IV. Para multiplicar uma somma por um nu- 
mero, basta multiplicar por esse numero cada parte da somma 
Cajuntar os productos. 

Seja 4-+7-+5-+9 a somma, e 3 o numero dado. 

Em virtude da definição da multiplicação : 


(4+4-7-+5+9) x3 = 
= h+745+494+44745 49444-745 +9. 
S hth. 
= hXx3-+-7x3-+5x349x3. OLEMA 


78. Conortario. Para multiplicar um numero por uma som- 
ma, basta multiplicar esse numero por cada parte da somma e 
Guntar os productos. 

Seja 4 o numero, e (3+ 7-9) a somma dada. 

Considerando a somma como effectuada : 
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(3+7+9)x4 É! (nº 72). 
3xh+7xh4+GxA (nº 77). 
hx3+4x7+4X9 (nº 79). 

0. q. e. n.d. 


h X (3+4+7-+9) 


pI 


o 

79. THEOREMA V. Para multiplicar duas sommas basta mul- 
tiplicar cada uma das partes do multiplicando por cada parte 
do multiplicador. 

Sejão (1-+5-+6)e (143 -+ 9) as duas sommas. . 

Considerando a segunda como effecluada e applicando o 
theorema precedente : 


( 


(L-56) X (14-53 +9)= l 
=4 X (1+ 349) +5 X (1+3-+9) 4-6 x (14349). 


Porém em virtude do corollario (n° 77), 


hx(714+3+9) = 4x7+hx3-+hx09, 
5x (1+4+3+9) = 5x 7-+5Xx 3+5 x9, 
6x(1+3+9) = 6x7+6x3-+6x9, 


logo : i 


(L-56) x01+3+49)=4x7+4x3+4x9-+ . 
+5xX7+5x3+5x9+6x74+-6x3+6x09. 
0. q. en. d. 
j 
80. TneoreMa VI. Para multiplicar a differença de dous 


numeros por um terceiro, basta multiplicar esses dous numeros 
pelo terceiro, e subtrahir o menor producto do maior, 


Assim, por exemplo : 
1—hN)x3=7x3—h4x3. 


Ora (7 —4) x 3 sendo a somma de tres quantidades iguaes | 
a (7 — h), temos : i 


| 
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tg T7—4 
o 17—h 
7— hi 


o qend. 


81, “7. 
ds Cororrario I. Para multiplicar um numero pela diffe- 
e . . q - 
da de dous outros, basta multiplicar o primeiro por cada um 
Ous outros, e diminuir o menor resultado do maior. 


Assim : 
o 


IxXx(13—-)=7x13—7x4. 


Com effeito : 
Vl - 
X (3—4) = (13— 4) x7=13 x 7—4 Xx 7= (n°80). 
= 7 X143—7 x4 (nº 72). 
0.q.en. d. 
pe Cororranio II. Logo que se augmenta ou diminue de um 
sê mero um dos factores de um producto, este augmenta-ou di- 
mue do producto do outro factor por esse numero, 
Ora: 
1X h=98, 


logo, 


CQE3)xA=7x8H3x4 (ne 77,80). 
= 283x 4; 


` assim, ajuntando ou diminuindo o multiplicando 7 de 3 uni- 
Sa O producto 28 augmenta ou diminue do producto de 3 
elo outro factor h,0.q. end, 
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Thcoremas relativos à divisão, 


83. THEOREMA I, Para dividir um numero por um producto 
de muitos factores basta dividil-o por cada factor successiva- 
mente. 

Seja 1155 o numero e 3 x44 x 5 o producto dado, vamos 
demonstrar que basta dividir 1155 por 3, o quociente por 11, e 
o novo quociente por 5. 

O dividendo sendo o producto do divisor pelo quociente, e 
385 sendo o quociente de 1155 por è, temos : 


1155==3 X385; 
35 sendo o quociente de 385 por 11 
385 =11 x 35; (2) i 
e emfim 7 sendo o quociente de 35 por 5 
35=5 x 7; (3) 


res 
7 será o pra da divisão de 165 pelo producto elteetuado | 


3:11 a 

Se na a igualdade em lugar de 385 escrevermos seo - 
valor dado pela segunda, e n'esta em lugar de 35 seo valor dado 
pela terceira, temos : 


1185 = 3x 11x5X7 ; 
i, 165: =-3. 14.5 x7 (nº 7h). 


0.q.e.n. d. 


DEMONSTRAÇÃO GERAL D'ESTE THEOREMA. 


I. As differentes divisões se fazem sem resto. 
Seja N o numero, e aX b Xx c.x d o producto. 
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Representemos mp q, q', q” e Q os quocientes successivos, 
Ne sorte que : Y - 
o o 
N=axq, q=bxq, q=exq, q'=4 xQ; 


Q SETA O quociente da divisão de N pora x bx cx d. Se na 
Primeira igualdade em lugar de q escrevermos seo valor dado 


a Segunda ; se mesta em lugar de q' escreyermos seo valor & 
a Pela terciera; e emfim se n'esta em lugar de q” seo valor Z 
ado pela ultima, teremos : Fe 
> 

=) 

A N=axbxcxdxQ > 
N=a. b.c. dxQ (nº 74). Z 

0. q. e. n. d. = 

O 


É Às differentes divisões não se fazem exactamente. 
” y NServando as mesmas annotacões, e represantando 
”, q” ao 5 
"027, Ros restos das divisões successivas, teremos : 


N= 
Req, q=bxq +r' q=cxq'+r”, q'=dxQ+R, 


Se: s A ds 
q S no Segundo membro de cada igualdade substituirmos ao 
> TUe ahi se acha, seo valor dado pela igualdade seguinte, tere- 


Mos Successivamente : 
i ð 


N=ax(bxq+r)+r 
=axbxq-traxr-+r 
= 4X bX (e Xq" r") Ha xr 
Saxbxexq'+raxbxrpraxrpr 
Saxbxex(dx0+R-+raxbxr-raxr-+r 
=axbxcxdxQ-+raxbxcxR-+raxbxr'+ 
+axr-+r, 


€ Pondo a x b X c xd=a. b. c.d, o que é possivel, temos: 


N= a.b, & dx QraxbxexRraxbxexr'+ 
+axr+r 
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Pela igualdade ultima ve-se que Q será Qi uociente de a. b. 
c. d. por N, se æ (3 LE 
axbxcxR+axbxr'-raxr+r<axbxexd | 


Ora o resto de uma divisão é sempre menor que o divisor, | 


e seo valor maximum é igual ao divisor menos um; por conse- 
guinte 
max. R.=d—1, max. r” =c —1; maz.r=b—a, 
max. r==4-— 14 
ponhamos : z 
p=ax bx cxR+raxbxr xaxr+r; 

A ; E > 
substituindo westa expressão a cada uma das quantidades seo | 
valor maximum, 

max. p=4 x bx ex (d—1)+a x bx (C—1) + 
+ax (b—1) +ra—t; A 
effectuando as multiplicações, 
max. p =4 X b Xc x d— axbxc+ax pae ne 
+axb—a-t-a—t; | 
e observando que 


—axbxeraxbxc=0,— ax Db+ax b=0,—a+-0=0 


temos emfim : 


RO VSI CD SE 


max. p = axbxcxd—1, 
ou mas. p < axbxcxd. 0. q.e n. d. 


sh. TuzoREMA I. Para dividir um producto de muitos fac- 
tores por um numero, basta dividir por esse numero um dos 
factores, conservando os outros. | 

Assim, para dividir 4X 33 Xx 27 por 44, basta dividir por ue 
um dos factores; por exemplo 33, conservando os culros; isto é 


Lx3 
Ke En KSAT: 
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Com effeito, alividendo sendo o producto do divisor pelo 
Squociente, temos; 9 


o 
kX 33 x27 = 11x4X 3x27 
ou hX33X27 = h X 33 X27 (nº 74) 


0. q. en. d. 


) 85. TreoreMa IT. Logo que se multiplica ou divide o divi- 
tendo e o divisor porum mesmo numero, o quociente nunca mu- 


da ; porém o resto é sempre multiplicado ou dividido por esse 


nnmero, 
Seja Do dividendo, d o givisor, Q o quociente, e Ro resto, 
de Sorte que; 


D=dxQ+R 


Sendo n o factor proposto, e multiplicando a igualdade supra 
+ Por n, temos: 


Dxn=dxQxn4+Rxn, (nº 77) 
Dxn=dxnxQ+Rxn, (nº 72) 
Dxn=dnxQ+Rxn (nº 74) 


Ou 
Ou 


l o : 
tX néo resto da divisão, por isso que R sendo menor que 
d, Rn < n.d. 
Ord TEAN d; 
A demonstração da segunda parte do theorema é identica á 
à Primeira, 
86, THEOREMA IV. Para dividir uma somma por um numero, 


a TART, à 
É sta dividir cada parte da somma por esse numero eajuntar 
Squocientes, 


Assim : 
&+b+c+d ab c d 
— a — — — — 
n na ata: 


O dividendo senlo o producto čo divisor pelo quociente : 
5 
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1 dei É Da SO NnSCT 2d Al 
arbtetd= (Epa di ef - 
a 


b Ec d 
i xn xn xn+- Xn (n 77), 
n n n 


ng - b 
e notando quem é o quociente de a por n, que — é 0 


quociente de b por n, etc., e que um quociente torna-se n 
vezes maior, fazendo-se n vezes maior o dividendo, isto é, mul- 
tiplicando por n, os dividendos a, b, etc., temos: 


cn gm 4 Dx, CM dxmn 
a lidas did n Au n n + F? 
ou a-+b+e+d=a+b+e-+d 


0. q: e. n. d. 


É facil demonstrar-se que : 


'a—b a cib 


n n n` ~ 


87. CoroLtarIo. Se ao dividendo ajuntarmos ou diminuir- 
mos n vezes o divisor, o resto da divisão fica o mesmo, porém 
o quociente augmenta ou diminue de n. 


Seja D o dividendo, do divisor, Q o quociente, R o resto de | 
uma divisão, de maneira que : 


D=dx0+nR; 


ajuntando aos dous; membros da igualdade acima n vezes O 
divisor, isto é, m. d: 


D-n. d =n. d+dXxQ-+R 
ou D-n. d = d (n+) +R; (nº 78) 


pela ultima igualdade vê-se que o resto R ficou o mesmo, € 
o quociente Q cresceo em m. 


[e 
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88, Potencia é um producto de muitos factores iguaes, 
Producto de dous numeros iguaes é à segunda potencia 
Se numero. O producto de tres numeros iguaes é a terceira 
Potencia do numero. O numero de factores iguaes, que entrão 
no producto, marca o gráo da potencia. 

Em geral, a potencia de gráom de um numero é o producto 
Cem factores iguaes ú esse nâmero, 

Para a commodidade da escripta convencionou-se em indicar 
O grão da potencia por meio de um pequeno algarismo collo- 
“ado em cima, e um-pouco á direita do numero; a esse alga- 
ismo deo-se o nome de expoente, assim : 


(Pes 


` 


5X 5x 5x5=5! 


lê-se; cinco elevado a quarta potencia ou cinco potencia 
quatro, 
A Segunda e a terceira potencia de um numero receberão os 
Romes particulares de quadrado, e cubo. 
odo o numero, que não tem expoente, é considerado como 
tendo por expoente a unidade, 


É preciso hotar-se que : 


102=40 x 10=100 

10º =10 x 10x 10==1000 

1040 x 40 10 x 10=-10000 

10810 x 19 x 10 x 10 x 10 — 100000 
10°=10 x 10x 10x10x10 X 10 = 1000000 


Sto €, uma Potencia qualquer de10 é igual å unidade seguida 
£ tantos 


Zeros quantas unidades ha no expoente da potencia. 
5: i 
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Theoremas relativos à; potencias. 
89. TnEoREMA I. O producto de duas ou mais potencias de um 


numero é uma potencia d'esse mesmo numero, cujo expoente é à 
somma dos expoentes das potencias dadas. r 


Assim : 
bx pxh= ptt =, 
Com effeito, € 
h = li x 
=hx EX lr 


nacii og xXx hx bh 


e multiplicando todas estas igualdades membro a membro : ^ 


xh Xh =X XIX bx XX h X u= 
0. q. en. d, 


90. COROLLARIO. Para elevar uma potencia de um numero à 
uma outra potencia, basta multiplicar o expoente da primeira 
pelo expoente da segunda. 

Assim : 


(75) = 73*8==7% : 


” 


com effeito, 
(75) =7"x7x 7 


= 5+5+5— 75X3. 715 


te e a 
EA E SN E 
E 


0. G. em, d 


91. TuEorEMA I. O quociente de duas potencias de um mes? 
mo numero é uma potencia d'esse mesmo numero, cujo expoente 
é a differença entre os expoentes das potencias dadas, 
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com efeito, o dividendo sendo o producto do divisor pelo 
quociente, i a 


Iek 
kU =", o.q.end. 
92, Treorema II. Para elevar um producto a uma potencia, 


sta elevar cada factor do producto a essa potencia. 
Seja o producto 5 x 7 x 4, que quer-se elevar a 3º potencia: 


ba 


(6x7x4) =6xX7xhX6X7X4X6XTxX4= 
== 6 e 050.0 De TL Se SR 7 e ESA = 
== CRI Ta Ê 
0. q.e. n. d. 


z 93. Corortario. Para elevar a uma potencia um producto de 
pe Potencias basta multiplicar o expoente de cada factor 
Pelo expoente da potencia. 


Seja o producto 3! x 5º x T que se quer clevar á 3º 
Potencia E: 


4 
(3 EXT 3t X 56 x TAXI X 5x T? X3 XD T= 
SIDS D RO TO A RA oe 
Esopo Era eine 
o.q.emn. d. 


Numero dos algarismos em um producto de muitos 
factores. - 


Ih, Trrorexa, O numero dos algarismos em um producto de 
q factores é ao maximum igual ao numero dos algarismos 
< 008 Os factores. e ao minimum igual a esse mesmo numero 
iminuido de tantas unidades, quantos são os factores menos um. 
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Seja axb xc X do producto, e m, m', ny m” o numero de 
algarismos de cada um dos factores. k e 


I. Por isso que a tem m algarismys, a é por conseguinte 
menor que 10», e fazendo o mesmo raciocinio sobre os outros 
factores, temos : 


Q< 40P, 
b < 10%”, 
tea (UA 
do-< AU)ats 


e por conseguinte, fazendo o proqueto:. k 


EX b RILA E rE E T 


porém 102+ m +m" +w” & o menor numero possivel de m + 
m+m’-+H4 algarismos, logo o producto a Xx b X c x d, que 
ainda é menor que aquella potencia, contem quando muitos 
m-Hm-+m”-+m” algarismos, 0. q.e n.d. 


IL. O factor a tendo m algarismos é maior que 10™— 4, € 
dizendo o mesmo dos outros, temos: 


EMO EE 
ne Qua 
e> 40m'—1 
do > 40m—1 


e por conseguinte, fazendo o producto : 


Ex 05 cosa > EE rata 
porém 40" +m +m" + —4 é o menor numero possivel de 
mm 4 m” + m” — 3 algarismos, logo o producto a x b X 
xex d, que ainda é maior que aquella potencia de 40, tem 
quando menos m-+-m' -m'm — 3 algarismos ; isto é um 
numero igual ao precedente diminuido de tantas unidades 
quantos factores ha menos um. Ofen, d 


TETE 
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. HZERCICIOS. 


QUESTÕES RESOLVIDAS. 


; I. O producto dos numeros inteiros a partir de n até (2 n— 2) 
inferior de duas unidades ao dobro den éigual ao producto dos 
umeros impares desde 1 até (2n — 3) pela potencia de 2 de 
Irão (n— 1). 


Trata-se pois de verificar a seguivte igualdade 


Q 
n. (n41). (n2). sse. (2n—2)=1,2.8.5.7, ss (20 —3) 2.7: 


Completemos a serie supra, multiplicando e dividindo por 
Do3.. (n — 1), teremos 


m(n+4) (n+9)..... (2n —2) = 
L23. e.. (nAn (nDe (2n —3) (2n— 2) 
o 12.3. o (n—1) 


- Separemos o numerador em duas series, uma formada de 
numeros impares, a outra de numeros pares, observando que o 
ultimo factor (2 n— 2) sendo um numero par, 2 n — 3 que o pre- 
cede immediatamente é impar : 


n(n+1) (n+ Be (In— 2) = 
1.3.5.7... (2n—3) X 2.4.6.8. .....(0n— 2). 
1.2.3, e (n— 1) 


À segunda serie de numeros pares encerra (n — 1) factores, 
Ae são todos divisiveis por 2; podemos pois substituir a esta 
FR 
Serle a expressão 1, 2.3. 5... (n— 14) x2"-:, e teremos 

n(n-+1) (n2)... (2 n — 2) = 

= 135.7....(0n—8)X 1.286... (n— 1) X2" 


135,7. ce (20— 3) X 1.2.3.M. 0... (No 1) x 2854 
A R cerco (11) 


— 
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ou emfim > A 


e > k é 
n(n +1). (n2)... (2n —2)=1.3.5,7. eala a)n 
0.G. en. d. 


H. Achar um numero que sendo multiplicado succeessiva- 
mente por 200 e por 5, um dos productos obtidos seja o quadra- 
do do outro : 

Seja N o numero que se procura, de maneira que : 


200 x N=(5x N} 
ou 200 x N=25 x Nº; 
c 


é claro que dividindo duas quantitades iguaes por uma mes- 
ma quantidade N, os restos são iguaes : 


200 =25 x N 


d'onde se deduz - ) 


n 200 | 
“O7ANvava oa oavisa] 
o” 
gnd VO3HLONEIS 


vo 
QUESTÕES NAO RESOLVIDAS. 


HI. Determinar tres numeros taes que as sommas d'esses nu- 
meros tomados dous a dous sejão 12, 16 e 18. 

IV. Determinar quatro numeros taes que as sommas desses 
numeros tomados tres a tres sejão 15,149, MA e 23. 

V. Achar tres numeros taes que as sommas de dous quaes- 
quer excedão o outro de 3, 11 e 19. 

VI. Achar quatro numeros taes que as sommas de tres quaes- 
quer excedad o outro dos numeros 8, 16, 24, 28, 

VII. Se dous numeros não terminão em zero ou 5, a differença 
de suas quartas potencias terminão em o ou 5, 

VIII. Demonstrar que todo numero é uma somma de potencias 
de 2, ou uma somma de potencias de 2 mais um. 
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IX. Qual é o numero que diminuindo 10 de sua septima 
Rare, o triplo do Te seja 24? 

X. Determinar um nuwero de tres algarismos, que cresce 
em 270 unidades logo que se inverte a ordem dos seos dous pri- 
Meiros algarismos á esquerda, que diminue de 396 logo que se 
verte a ordem dos ultimos á direita e taes que à somma d'elles 
considerados como exprimindo unidades simples, é igual a 17. 


CAPITULO II, 
[5] 
THEORIA DOS MULTIPLOS. — THEORIA DOS RESTOS. 
— DIVISIBILIDADE. — PROVAS. 


` Multiplos. 


35. Os productos de um numero pela serie natural dos nu- 


m £ Ea 
er 0S chamão-se multiplos d'esse numero. 
Assim, 


TED an Rr TEEN 


ag OS differentes multiplos de 7. 
e Seral, chama-se multiplo de um numero o producto d'este 
ro por outro. 
a O entre dous numeros pode ser feita sem resto ou 
Segund 0. No primeiro caso, 0 primeiro numero édivisivel pelo 
endo E e este é divisor ou factor do primeiro ; e como o divi- 
intro 0 producto do divisor pelo quociente, 0 dividendo é 
Subn Seguinte um multiplo do divisor, que é ainda chamado 
N tultiplo do primeiro, 
sê eira: divisor, factor e submultiplo significão a mesma 


N Ed Peba. 
© Segundo caso ; isto é, quando a operação não se faz exac- 
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tamente, ella tem por fim procurar o maioy{multiplo do divisor, 
contido no dividendo; isto é, o maior qu ro de vezes, que eke 
ahi entra, como ja o dissemos na sheoria da divisão; a diffe- 
vença entre o dividendo e o maior multiplo do divisor é o resto 
da operação. 


96. Observação I. Todo o numero multiplo de outro é div 
sivel por este, e reciprocamente. 

Assim 24 sendo um multiplo de 3 é divisivel por 3; porquê 
2h, producto dos dous factores, 8x3, é divisivel por ui 
d'elles 3. | 

Segue-se d'ahi que todo numero sendo multiplo da unidad? 
é divisivel pela unidade ou por Si mesmo. 


97. Observação II. Um multiplo de um producto é multiplo 
de um de scos factores. 


Eheoremas relativos aos multiplos e divisores. “ 


98. THEOREMA I. Todo o numero, divisor de muitos outros; 
tambem divisor de sua somma. 

Sabemos que, para dividir uma somma por um numero; 
basta dividir cada parte da somma por esse numero (nº 86), 0 
como cada uma d'ellas se divide exactamente por hypothest 
logo a somma é tambem divisivel pelo numero. 


Observação. Este theorema mostra que a somma de muitos 
numeros , multiplos de outro, é tambem um multiplo desse 
numero, 


99. THEOREMA II. Logo que um numero divide dous outro 
exactamente, divide sua differença. 

Como para dividir uma diferença, basta dividir cada numeros 
e subtrahir o menor quociente do maior, e por isso que os dow 
numeros são por hypothese divisiveis pelo numero dado, 1080 
a differença tambem o é. > 


Observação. Este theorema mostra que a diferença entr? 


[TT 
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dous numeros + WAltiplos de outro, é tambem um numero, 
Multiplo Paquelte; 

100. THEOREMA HI. Logo que um numero divide uma somma 
de duas quantidades e uma ellas, divide a outra. 

Porque esta ultima é a diferença entre a somma e a outra 


a idade7 que por hypothese, são divisiveis pelo numero 
ado. 


v 
o 


Cororrario, Logo que em uma divisão um numero divide o 
dividendo e o divisor. divide o resto. 

Porque o resto sendo uma differença entre dous numeros 
multiplos de outro, é um multiplo d'este, e é por conseguinte - 
divisive] por elle, 2 

101. Trronema IV. Logo que uma somma é tal que sendo 
Composta de duas quantidades, das quaes uma só é divisivel por 
um numero, e a outra não, a somma tambem não é divisivel 
Dor esse numero, e o resto da divisão da somma é o mesmo que 

resto da divisão da parte não divisivel pelo dito numero. 
E quo 125 e 324 os dous numeros dados, e taes que um delles 
“ente 125 é divisivel por 5. 


C À somma 125-4324 não será divisivel por 5 (nº 100). O resto 


ada divisão da somma por 5 é o mesmo que o da divisão de 324 

Sor 5; por isso que: 

2 

A 125-+324 » 125 32h ,., 
=H 86). 

Q 5 ER poa) 

Q 

pas 

W) Theoria dos restos. — Divisibilidade. 

ti i do 

109, 


A theoria da divisibilidade é uma consequencia da 
Ro dos restos; esta ensina os meios para determinar o 

a divisão de um numero qualquer por uma serie d'ou- 
"OS numeros sem efectuar-se a divisão; pelo conhecimento do 
Pesto será facil saber, se o primeiro numero é divisível pelo 


segundo, Dasta para isso que o resto seja nullo; é este o ob- 
lecto da theoria da divisibilidade, 


— 
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O estudo dos restos, como vamos ver, é ma applicação dos 
theoremas precedentemente demonstrado” G 
103. ProBLEMA. Determinar o restada divisão de um numero 
qualquer por uma potencia qualquer de 10, 
Seja 4765329 o numero dado, e 10º a potencia dada. É claro 
que : E 


4765329 = 4765000 + 329; 


4765009 multiplo de mil, é por conseguinte divisivel por 1000; 
| 329<1000, representa o resto da divisão da somma 4765329 
por 40º (nº 101). G 

Da mesma forma veriamos que o resto da divisão de 37645 
por 10? é 45. 

Em geral, o resto da divisão de um numero qualquer por 10º, 
é o numero formado pelos n primeiros algarismos á direita do 
numero dado. 

CONSEQUENCIA, Para que um numero seja divisivel por 10º€ 
preciso que os n primeiros algarismos à sua direita sejão zeros; 
esta condição é sufficiente. 

104. PROBLEMA. Determinar o resto da divisão de um numero 

por2e5. 
= Observemos primeiro que tudo que uma unidade de ordem 
qualquer é um multiplo de 2? e de 5, por isso que uma unidade : 
de ordem qualquer é um multiplo de 10, e que 10 é um mul- 
tiplo de 2 e de 5 (nº 97). 

Seja 24677 o numero dado. 

É claro que : 


24677 = 24670 + 7; 


a primeira parte 24670 é divisivel por 2 e por 5, por conse- 
guinte o resto da divisão de 24677 por 2 ou por 5 será o mesmo 
que o resto da divisão por 2 ou por 5 do ultimo algarismo 7 
(nº 401). 


CONSEQUENCIA. Para que um numero seja divisivel por 2 ou 


cc — a e qe me ME te pena Mr q- oem mm me e 


z LS 
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Dor 5, é necessarios, sufficiente que seo ultimo algarismo á di- 
ita seja um nume,y divisivel por 2 ou por 5. 

Osalgarismos divisiveiopor 2 são os seguintes : 0,2, 4, 6, 8; 
logo para que um numero seja divisivel por 2 é necessario e 
Sufficiente que seo ultimo algarismo å direita seja um dos al- 
Sarismos acima. 

Um numero que é divisivel por 2 chama-se numero par; 
numero impar aquelle que não é divisive} por 2. Um numero 
par é representado geralmente por 2n, n sendo um numero 
inteiro qualquer, e um numero impar por 2n + 1. 

“ara que um numero seja divisivel por 5, é necessario e suf- 

ciente que seo ultimo algarismo á direita seja 0 ou 5. 
5. ProgLema, Determinar o resto da divisão de um numero 
DURA ou 25, ou por 2º ou 5º. 
Pes remos que as centenas, as unidades de mil, etc., são 
eros multiplos de 100, e por conseguinte de 4 e de 25, que 
— So Submultiplos de 100 (nº 97). 
0 Seja dado o numero 324696. Podemos escrever : 
TO 


324696 = 324600 + 96 


ÚRtimeira parte 324600 é um numero divisivel por 4 e 25, por 
Usequencia o resto da divisão de 324696 por 4 ou 25 éo 
Mo que o resto da divisão por 4 ou 25 do numero 96, for- 
9 pelos dous ultimos algarismos do numero dado (nº 101). 
, Consrquencia Para que umnumero seja divisivel por h ou 25, 
pro e é sufficiente que os seos dous ultimos algarismos 
i etta formem um numero divisivel por h ou 25. 
er-se-hia da mesma maneira que um numero é divisivel por 
= 2, ou por 125 =5º, logo que os seos tres ultimos algaris- 
mos à direita fórmão um numero divisivel por 8 ou por 125. 
E Em geral, um numero é divisivel por 2, ou por 5", logo 
“8 seos n ultimos algarismos á direita fórmão um numero 
Mvisivel por 9º ou 5n, ; 


7 107, Pronrema, Determinar o resto da divisão de um numero 
or 9, 
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tencias de 40 por 9 para observarmos a À a dos restos; achas 
mos que o resto é sempre a unidade, e “ahi concluimos este 
theorema: Uma potencia qualquer de 40 é um multiplo de 9 
mais um : à 

Deste theorema resulta o seguinte. 

Um algarismo significativo seguido de zeros é igual a um 
multiplo de 9 mais esse algarismo, tomado com seo valor ab- 
solulo. 

Seja 7000 o numero proposto 


Para resolver este problema, rosa as differentes po- 


7000 =7 Xx 1000 =<7 x (m. 9-1) 
=7xm.9-+-71=m.94-7 


N o. q.e n. d. i 


Passemos agora à resolução do problema, e seja 76436 o nu- 
mero dado. Pelo que acima demonstrámos 


É 


70000=m.9+7 
6000=m. 9+4-6 


h00 =m. 9-4 
30 =m. 9+3 
= 6 


e ajuntando essas igualdades membro a membro, temos : 
I6436=M.9+4+-7+6+444-3+0, 


representando M. 9 a somma dos multiplos acima. 

Do exposto resulta o seguinte theorema, 

Um numero qualquer é igual a um multiplo de 9 mais 4 
somma dos seos algarismos, tomados com seos valores ab- 
solutos. 

A solução do problema proposto é uma applicação directa 
do seguinte theorema. 
O restò da divisão de um numero por 9 é igual ao resto dá 
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divisão por 9 da somma dos seos algarismos, tomados com seos 
Uglores absolutos. É 

Fazendo a somma dos algarismos do numero proposto, acha- 
mos 26; assim o resto da divisão do numero dado por 9 é o 
mesmo que o resto da divisão de 26 por 9, e applicando a 
Mesma regra a 26 como ao numero acima, a somma 8 dos 
Seos algarismos, sendo menor que 9, é o resto da divisão. 

Coxsequencia. Um numero será divisivel por 9, logo que a 
Somma dos seos algarismos, tomados com seos valores absolutos, 
fôr um multiplo de 9. < 


108, PROBLEMA. Determinar o resto da divisão de um numero) 
por 3, g TA 


A solução deste problema é uma applicação do seguinte 
theorema, a 
0 resto da divisão de um numero por 3 é igual ao resto da 


tvisão por 3 da somma dos seos algarismos, tomados com seos 
valores absolutos. 

Com effeito um numero qualquer sendo igual a um multiplo 
tp a a somma dos seos algarismos, será igual a um mul- Q 
Ria e Š mais a somma dos seos algarismos, por isso que 9 é E] 

multiplo de 3. ta 
somo SEQUENCIA, Um numero será divisivel por 3, logo que a ca 
«Na dos seos algarismos, tomados com seos valores absolutos, 
or um multiplo de 3. 


E 09, Proscema. Determinar o resto da divisão de um numero 
ram, i 


() 
12 


+ 


ape 
— 


to Sigamos a mesma marcha que até aqui; dividamos as dif- 


ns Potencias de 10 por 11, e observemos a lei dos restos. 
Memos primeiramente as potencias pares de 10, 


10º=400=1x941=m +41 
10'==10000=11 x 909-1 =m., 11 -+1 


hi . . . . . . . . . . . . . 


101m = 1000000... = 11 X 90909... -H1= M. 11 41 


D'aqui o seguinte theorema : 
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Uma potencia par de 10 é igual a um ultiplo de 11 mais 


um. , q 
Passemos às potencias impares do 10. 


10=1—1 

40° =10? X 10 = (m. 41 4+1) x 10=m/ 1 4+10= 
= m11 -H141 — T= m".11—1 

105 = 10t x 10 = (m11 1) X 10 = m. 11-4 


Agent = 103” X 410 = (M. 11 4-1) xX 10 =M. 11—141 
i G 
d'ahi o seguinte theorema : 

Toda potencia impar de 140 é igual a um multiplo de 11 me- | 
nos um. | 
D'estes dous theoremas resultão os dous estimo; que po- 

demos demonstrar. e 
Um algarismo signifi icativo seguido de um numero par de. 
zeros é igual a um multiplo de 14 mais esse algarismo, | 
d 
) 


Seja 70000 o numero dado, 


= 0000=7x 10000=7x (m. 11 #-1)= 
=7 x mA -HI=m117. 


Um algarismo significativo seguido de um numero impar de 
zeros éigual a um multiplo de M menos esse algarismo, 
` Com effeito; 
» caos žr 
1000=7 Xx 1000=7 x (m. 11 —1)=7 x m11 —I=m.11— 1 
oq en. d. 
= > 
Passemos á resolucão do problema; seja 7653259 o numer 
de que buscamos o resto da divisão por 41, 
Decompondo o numero dado em suas differentes parte 
e empregando sobre ellas os dous theoremas precedentes» 


Lemos : 
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7000000;=. a g ANu EE 
600000 i=. s.. o. M ,41—6 
50000 =. a i. . mA 11-45 
G =" a mA 
200 =... .. . m". 1142 

DU = ETS m“. 411— 5 

i 9 


Vs 
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lnzendo a somma d'essas igualdades membro a membro ; e 
notando que i 


MAAE. UEM. U mi. 4m". 11 +m. 11=M.11 


Sto é, que a somma de um certo numero de multiplos de 11 é 
um numero multiplo de 11, teremos : 


* 7653959=MMU+7—645—3+2—5-+9 
=MM+74+5+24+9—6—3—5 
=MM+745+2+9 —(6 435). 


Desta ultima igualdade concluimos o seguinte theorema : 

Um numero qualquer é igual a um multiplo de 14 aúgmen- 
“do com a somma dos algarismos de ordem impar e diminuido 
& somma dos algarismos de ordem par. 

Solução do novo problema é uma applicação do seguinte 
iCorema, que é uma consequencia d'este e d'outros já co- 
Nhecidos. 
O resto da divisão de um numero por 11 é o mesmo que o 
Pesto da divisão por 41 da differença entre u somma dos alga- 
"ismos de ordem impar e a dos algarismos de ordem par, 
No nosso exemplo, esta dillerença é 9: 9, sendo menor que 
» ÉO resto da divisão do numero proposto por 11. 
Se à somma dos algarismos de ordem impar é menor que a 
outra, ajunta-se á primeira um multiplo de 11 sufficiente, afim 
è que esta exceda aquella. 
CONSEQUENCIA. Um numero será divisivel por 14, logo que a 
6 
a 


p 
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differença entre a somma dos algarismos de ordem-impar e 
dos algarismos de ordem par fôr zero ou u: ` multiplo de 11. & 

Importa muito ao leitor penetrar és bém do methodo que 
aqui temos seguido para chegarmos à solução do problema 
precedente. 

Em geral, para achar-se o resto da divisão de um numero N 
por outro numero n, divide-se por n a unidade seguida de 
zeros, e observa-se a lei dos restos: é pesta lei que o problema 
acha sua solução. Para melhor gravar-se no espirito o methodo 
que temos empregado, vamos resolver ainda este outro pro- 
blema. 

411. ProbLEMA. Determinar o resto da divisão de um numero 
qualquer por 7. 

. Seja 72463295435 o numero dado. 
Dividindo as differentes unidades por 7, achamos: 


10 == xdEftd= 0. 2.403 4.42. 4 5=me1-3 
100=7XM+2= 0h. a cc mI+2 
1000 =7 x 142+6=m.74+7—-1= .m.I— 
10000 =7x1284+4=m.T+HTI—3=MT—3 
400000 ==7 x 14285 4-5=m.74+7—-2=m.7—2 
1000000 =7 x 142857+-1=. . ..cccemI+A 


Examinando as igualdades acima vêmos que uma unidade, 
dezena, e centena se compõe de um multiplo de 7, augmen- 
tado com uma, tres e duas unidades ; uma unidade de mil, 
dezena de mil, e centena de mil se compõe de um multiplo 
de 7 diminuído de uma, tres e duas unidades; e como, pro- 
seguindo a divisão, os mesmos restos se reproduzem, a lei dos 
restos se acha determinada. 

É claro que 2,3, 4, 5... unidades de ordem qualquer se 
compoem de um multiplo de 7, augmentado ou diminuido 
de uma quantidade 2, 3, 4, 5..... vezes maior que a quantidade 
que dere ser ajuntada ou diminuida do multiplo de 7, perten- 
cente à unidade da mesma ordem. 
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Dividamos o numero dado em classes de tres algarismos 
gada uma, indo fia direita para a esquerda : uma qualquer 
Pessas classes de ordemoimpar, ou par, será igual a um multi- 
Plo de.7, augmentado ou diminuido de uma vez suas unidades, 
de tres vezes suas dezenas, e de duas vezes suas centenas. Se mul- 
tiplicarmos respectivamente por 4, 2, 3 as unidades, dezenas 
Ecentenas de cada classe, o numero proposto será igual a um 
multiplo de 7 augmentado com a somma dos productos, que 
provêm das classes de ordem par, e diminuído da somma 
dos Productos que provêm das classes de ordem impar; isto 
é, augmentado ou diminuido da diferença entre essas duas 
Sommas, se a primeira fôrcmaior ou menor que a segunda; 


Se esta differença fôr divisivel por 7, o numero será divisivel 
Dor 7, 


e~ 


Appliquemos o que acabámos de dizer ao numero proposto : 
Somma dos productos provindo das classes de ordem impar : 
5.1-+3.3-+4.2-4+3.1-46,3-+6.2=51. 


Somma dos productos provindo das classes de ordem par : 


5 1+ 3.342.242. 1-47. 3 = 51. 


; Assim o numero proposto é igual a um multiplo de 7, aug- 


nentado com 51 unidades, e diminuido de 59 unidades ; isto 
“& diminuido de 8 unidades, e temos : 


72463295435 =m. 7— 8 
=m.7+1h—S8 
=m.7+6 


6 E RE qo 
po Por conseguinte o resto da divisão do numero proposto 
e) 


6. 


TEIA 
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- A 


( 
t (A e 
Provas das quatro operações. 
(p 


4492, A verificação do resultado de uma opéração qualquer 
fundamental da Arilhmetica por um numero qualquer exigindo 
os mesmos raciocinios, empregaremos o factor 9, e tudo quan- 
to tivermos dito sobre este, applicar-se-ha immediatamente ao 
factor 11, e a qualquer outro. É preciso notar-se que os fac- 
tores 9 e 11 são os numeros mais empregados; por que os res- 
tos das divisões por esses numeros se obtem mui facilmente. ` 

Q 


PROVA DA ADDIÇÃO. 


413. THEoREMA. O resto da divisão de uma somma por um 
numero éo mesmo que aquelle que obteriamos substituindo à 
cada parte da somma o resto de sua divisão por esse numero. 

Seja uma somma : 


A, B, C, D sendo numeros quaesquer compostos de muitos al- 
ATN: 


garismos, e seja p 0 factor escolhido e r, 7, r”, T”, os restos 
das divisões respectivas de A, B, C, D por p, de sorte que : 


ASNA D 
B=m .p+r 
C=m'.p4r 
D=m".p+r”, 


Fazendo a somma d'essas igualdades membro a membro; 
temos : 


A+BA-C4AD=M.p-H(rr err; 


por isso que a somma de muitos multiplos de p é um numero 
multiplo de p (nº 98). 
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Pela ultima igualdade vêmos que o resto da divisão da som- 
na por p é o mesmo que o resto da divisad de (r +" +" +71) 
por p. 9 0. q. e n.d. 

Appliquemos este theorema ao seguinte exemplo, o factor 
escolhido sendo 9. 


20032 650,08 e a LEO 
PAIN po 7 a RE | fe 
26: prada Re = O a A e 


[709 E escnna Rs ERR cre A Te 


3191 » R=s8 


Vêmos com effeito que o resto 8 da divisão da somma 33191 
bor 9 é o mesmo que o da divisão por 9 da somma (8 +- 6 + 4 
+8); os numeros 8, 6, 4, 8 sendo tambem os restos das divi- 
Sdes das differentes parcellas por 9. 


PROVA DA SUBTRACÇÃO. 


H4, Chamemos D o minuendo, d o subtrahendo e r o resto 
de uma subtracção ; é claro que temos 


D=d+-r, 


logo, empregando o theorema precedente, podemos obter a 
verificação do resultado de uma subtracção. 
Tomemos o seguinte exemplo : 


DODU ZE N a o Va ME a E === O 
AN a T A =— O 


aa eE 


109250 04%. 0) 


Com efeito vêmos que o resto 6 da divisão do minuendo 


! : o 
13602 é o mesmo que o resto 6 da divisão da somma 6 + 0 
u G, 


[e | 
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PROVA DA MULTIPLICAÇÃO, € 
; F 

415. THEOREMA. O resto da divisão de um producto de dous 
factores por um numero é o mesmo que aquelle que obteriumos 
se substituissemos a esses dous factores os restos de suas divisões 
por esses numeros. 

Seja a x b um producto de dous factores, p o divisor esco- 
lhido, e r, 7º os restos das divisões respectivas de a e b por p. 

Queremos demonstrar que o resto da divisão de a x b por p 
é o mesmo que o resto da divisão de r x 7 por p. 

Com effeito é facil ver-se que : * 


a=m.p+r 
b=m'.p+r; 


multiplicando membro a membro essas igualdades, teremos : 
axb=mpxm.p+rxmpa-r xmp+rxr (nº 79); 


e notando que a somma de muitos multiplos de p é um nu- 
mero multiplo de p, que pode ser representado por M. p, tem- 
se emfim : 


ax b=Mp+-rxr. 


Esta ultima igualdade mostra que o resto da divisão de a x b 
por p é o mesmo que o resto da divisão de r x 1” por p. 
oq en d, 
Appliquemos este theorema ao seguinte exemplo : 


h6M9......7=3 
NS o DAS So R= 
325 RE TO PA iR 


233745 
93498 
140247 


15103025 S a e ARR T a o A ERSA 


-rnn 
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Podemos concluir que a operação é exdcta, por isso que o 
desto 3 da divisão por 9 do producto 15193425 é o mesmo que 
9 resto 3 da divisão por 9 do producto de 3 x 1, os numeros 
“e 1 sendo por seo turno os restos das divisões dos fac- 
tores por 9. 


PROVA DA DIVISÃO. 


116. Seja D o dividendo, d o divisor, e q o quociente de 
Uma divisão, é claro que : 


(o) 
D=dxq; 
Dor conseguinte, empregando o theorema precedente, pode- 
“Fênos verificar o resultado de uma divisão. 
xa seguinte divisão : 
X 
$ PANE "= 5 | 
S R=4.. . . 19366492 R=4 
059590 E e 
1376 

> 914 i 

1439 
Q 4151 
Q 9 


« 
demos que o resto 4 do dividendo é o mesmo que o resto 4 do 
Wroducto de 5 x 8;5 e 8 sendo os restos respectivos do divisor 
€ quociente, 

Se a divisão não se faz exactamente : 


D=d.q +r; 


então empregão -se os dous theoremas (nº 413) e (nº 115); pro- 
Cura-se o resto de d.q; ajunta-se este resto a r; o resto d'esta 
Somma deve ser o mesmo que o resto de D. 

Dividindo 5602407 por 826, acha-se por quociente 6662 e 
O resto 595. 


TEIA 
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t 


ERa denga ea a Taen 
Com effeito no dividendo acha-se. .. .. .. R=6 


O resto de 826 . Paer Daly 


EXERCICIOS. 


QUESTÕES RESOLVIDAS. 


I. O resto da divisão por 9 ou por 41 de um producto qual- 
quer de muitos factores é o mesmo que o resto da divisão por 9 
ou 41 do producto dos restos correspondentes aos differentes 
factores. 

Sejão N, N', N”, N" os numeros dados, 7, 7º, 1”, 1T” os res- 
tos de suas divisões por 9, de maneira que 


N =m.9+r 
N: =m .9+4+7r' 
N” =m'.9+4-r" 
N” =m". 9-41"; 


multiplicando essas igualdades membro a membro, temos : 


NX NEN SN =M EKI xr' xr” 


M.9 representando um multiplo; de 9; logo o resto da divisão 
do producto dos numeros dados por 9 é o mesmo que o resto 
da divisão por 9 do producto dos restos, rx 7 xr” x r". 

II. Todo numero impar é igual aum multiplo de 4 mais ot 
menos uma unidade. 

Dividindo um numero inteiro por 4, os restos que se obtem 
são 0,1,2,3, logo 4n, An -+-1, Ain +2, An+-3 representão nu” 
meros inteiros; ora An, e An +2 são numeros pares, e 4n +! 
e in -+3 =n — 4-4- 3 = ln — 1 são numeros impares. 
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QUESTÕES NÃO RESOLVIDAS. 


U. O producto de dous numeros inteiros consecutivos é divisi- 
Vel por 9, 

IV. O producto de tres numeros inteiros consecutivos é divisi- 
vel por 6. 

V. O producto de quatro numeros inteiros consecutivos é di- 
Visivel por 24. 

VI. Demonstrar que um numero é divisivel por 6, se o alga- 
rismo das unidades junto quatro vezes a somma de todos os 
Outros dá uma somma divisivel por 6. 

VI. Demonstrar que um numero é divisivel por h, se o alga- 
rismo das unidades junto a duas vezes o algarismo das dezenas 
dá uma somma divisivel por h. 

VIL Demonstrar que um numero é divisível por 8,se o alga- 
"ismo das unidades mais o dobro do algarismo das dezenas, 
Mais o quadruplo do algarismo das centenas fórmão uma somma 
livisivel por 8. 

IX. Demonstrar que, logo que se dividem dous numeros pela 
sua differença, os restos são iguaes. 

X. Demonstrar que um numero é divisivel por 12, se o nu- 
Nero formado pelos seos dous ultimos algarismos á direita, mais 
Tuatro vezes a somma dos outros, é um numero divisivel por 12, 


BIBLIOTHE 
-CA- PU 
do BLICA 
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CAPITULO III. 


THEORIA DO MAIOR DIVISOR COMMUM. — THEORIA 
DO MENOR MULTIPLO COMMUM. 


Theoria do maior divisor commum. 


G 


117. Já definimos o que se chama divisor. Um numero pode 
ter muitos divisores; mais tarde veremos a maneira pela qual 
se determina todos os divisores de um numero: o menor divi- 
sor de um numero é a unidade, e o maior éo proprio numero. 
Um numero, que não tem outros divisores senão a si proprio 

“ou a unidade, chama-se numero primo. 

Quando um numero divide muitos outros ao mesmo tempo, 
é dito seo commum divisor. Entre todos os divisores communs 
de muitos numeros ha um que é o maior de todos, e que se 
chama maior divisor commum, cuja theoria é de muita im- 
portancia na Arithmetica. A busca do maior divisor commum é - 
fundada sobre alguns theoremas, que vamos demonstrar, 

418. THEOREMA I. Quando um numero é divisivel por outro, 
este é o maior divisor commum dos dous numeros. 

Seja a um numero que é divisivel por b, e que é maior que 
b. O maior divisor commum dos dous numeros deve dividir b, 
e não pode ser maior que b, por isso que b é o menor d'elles ; 
porém b divide a, e é divisor de si proprio, logo b é o maior 
divisor commum dos dous numeros. 

119. THEOREMA I. Dous numeros, que não são divisiveis um 
pelo outro, teem o mesmo maior divisor commum que o menor 
d'elles e-o resto da divisad do primeiro pelo segundo, quer 
se tome o quociente por defeito ou por excesso. 

Sejão 53437, € 432 dous numeros, que não são divisiveis um 
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Pelo outro; o quociente da divisão por defeito é 123, e o resto 


9 
53437 = 432 X 123 -+ 301. 


Queremos demonstrar que o maior divisor commum de 
53437 € 432 é igual ao maior divisor commum de 342 e 301. 

À Com effeito, todo divisor commum de 53437 e 432, di- 
Vide 432, e por conseguinte 432 x 123 (nº 97) e por isso que 
divide 53437, dividirá necessariamente 301, que é a differença 
(nº 99), 

Ri Reciprocamente todo divisor commum de 432 e de 301, 
divide 432, e por conseguinte 432 x 123: e por isso que divide 
301, dividirá a somma d'esses dous numeros ; isto é 53437. 

D'estas duas partes da demonstração conclue-se que, os di- 
Visores communs de 53437 e 432 sendo os mesmos que os de 
436 e 301, o maior divisor commum dos primeiros é igual ao 
dos ultimos. oq end 

Tomando o quociente por excesso, temos a relação seguinte : 


53437 ==132 X 124 — (432 — 301). 


Demonstrariamos da mesma maneira que o maior divisor 
commum de 53437 € 432 é o mesmo que o maior divisor com- 
Mum de 432 e (432 — 301) ou de 432 e 131. 


B 
USCA DO MAIOR DIVISOR COMMUM DE DOUS NUMEROS INTEIROS. 


120, Sejão 924 e 156 os numeros de que buscamos o maior 

Wisor commum: pelos theoremas precedentes somos levados 
“ dividir 924 por 156; efectuando esta divisão, achamos o quo- 
“ente 5 e o resto 444 ; porém, como o maior divisor commum 
a 92h e 156 é o mesmo que o de 156 e 144, dividamos 156 por 

Mt, O quociente é 4 e o resto 12; pela mesma razão divi- 

indo 144 por 12, achamos um quociente exacto 12; logo 12 é 
OMaior divisor commum dos numeros propostos, 
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121. Regra, Para achar o maior divisor commum de dous 
numeros, divide-se o maior pelo menor, este pelo resto da divt- 
são, o primeiro resto pelo segundo e assim por diante, ate chegar- 
se a um resto nullo: o ultimo divisor empregado é o maior 
divisor commum, 

Eis o typo da operação : 


5 1 420 


i < 


92h | 456 | 144 12 
780 | 454 | 444 


i 
| 
EE ES 
144 | 42] 0 
| 
| 


| 

422, Observação I. Dous restos consecutivos quaesquer têm 
o mesmo maior divisor commum que os numeros dados; por 
conseguinte se no curso da operação se conhece o maior divi- 
sor commum de dous restos, inutil será continuar a operação. 

123. Observoção JI. Na busca do maior divisor commum 05 
restos vão sempre diminuindo, e não se pode deixar de chegar 
a um resto nullo, por isso que seo numero é necessariamente 
Jimitado. 

424, Numeros primos entre si, Se procurando o maior divi- 
sor commum de dous numeros se obtem por ultimo divisor à 
unidade, esta é seo maior divisor commum : taes numeros são 
ditos primos entre-si. 

125. Observação III. Se na busca do maior divisor commun 
de dous numeros um dos restos é primo, e se este não divideo 
precedente, inutil será continuar a operação, pois é seguro que 
os numeros propostos são primos entre-si. 

126. TrroreMa HI. Se um numero divide dous outros, divide 
seo maior divisor comum, e reciprocamente, se um numero dic 
vide o maior divisor conmum de dous outros, divide estes 
ultimos. 
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Seja 6 um numero que divide 546 e 462; 6 dividirá o maior 
divisor commum desses numeros. Com effeito, 6 dividindo 546 
€462, divide 84, resto da glivisão d'esses numeros; dividindo 
h62 e 84 divide o resto 42 d'esta divisão; porém 42, é o maior 
divisor commum dos numeros propostos, logo o theorema se 
acha demonstrado. 

A demonstração da proposição inversa é clara; pois quando 
um numero divide outro, divide os seos multiplos, 


SIMPLIFICAÇÃO NA BUSCA DO MAIOR DIVISOR COMMUM DE DOUS 
NOMENO INTEIROS. 


127. A determinação do maior divisor commum de dous nume- 

ros será tanto mais rapida quanto mais depressa se diminuirem 

OS restos, Por conseguinte, se, buscando o maior divisor com- 

mum de dous numeros, um resto qualquer fôr maior que a 

Metade do divisor correspondente, forçaremos o algarismo do 

| Era lente, e obteremos assim um resto menor que o prece- 

| “nte e tal, que o maior divisor commum d'esse resto e do 

| dividendo empregado é o mesmo que o maior divisor commum 
| esse dividendo e do divisor correspondente (nº 119), 

Appliquemos o que acabámos de dizer ao seguinte exemplo : 


Dividindo 1155 por 195, o quociento é 5 e o resto 180 ; porém 


- 48 . 495 A z 
| SU sendo maior que =, podemos forçar o algarismo 5 do 


Tociente ; isto é, augmental-o com uma unidade; procurando 
diferenca entre 195 x 6 — 1155, que é 15, somos levados 
nº 49m a ES ` = 
à 127) a buscar o maior divisor commum de 195 015 ; como 
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15 divide 195 exactamente, 15 é o maior divisor commum dos 
numeros propostos. o 

É claro que, para achar-se a'dita eifferença 195 4-6— 4155, 
basta diminuir do divisor 195 o resto 180,0 que dá justa- 
mente 15. 

Introduzindo esta simplificação que não é nada difficil na 
busca do maior divisor commum, diminue-se consideralve- 
mente o numero de divisões a effectuar-se; assim no exemplo 
precedente, seguindo o proceder ordinario, teriamos que fazer 
tres divisões, ao passo que só fizemos duas. 


k - 
BUSCA DO MAIOR DIVISOR COMMUM DE MUITOS NUMEROS INTEIROS. 


128. THEOREMA. O maior divisor commum de muitos numeros 
é igual ao maior divisor commum do menor d'elles, e dos restos | 
das divisões dos outros pelo menor. 

Sejão a, b, c, d muitos numeros, dos quaes supponhamos & 
o menor, e sejão r, 1º, r” os restos das divisões respectivas de, 
b, c, d por a, de sorte que : 


Dn. A 
c n.a +r e 


d = n". ur: 


queremos demonstrar que o maior divisor commum dea,b,c, d 
é o mesmo que o de a, r, 1º, T”. 

Com effeito, todo divisor commum de a, b, c, d dividindo- 
aeb, divide r ; dividindo a e c, divide 7”; dividindo a e d, di- 
vide r"; por conseguinte todo divisor commum de a, b, c, d é, 
divisor commum de a, r, 7", 1". E 

Reciprocamente, todo divisor commum de a, r, 7º, r”, divi- 
dindo aer, divide b; dividindoa e 7', divide c ; dividindo ae 1”, 
divide d ; logo todo divisor commum de a, 7, 1º, 1”, é divisor 
commum de a, b, c, d. 

Destas duas partes da demonstração conclue-se que os divi- 
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Sores communs de a, b,c, d são iguaes aos divisores communs 

de a, r, 1,7", e por conseguinte o maior divisor commum dos 

Primeiros numeros é o mesmo que o dos segundos. 
Supponhamos que sejão : 


420, 264, 468, 360 (1) 
numeros de que buscamos o maior divisor commum. 


Dividindo esses numeros pelo menor 264, o maior divisor 


commum dos numeros dados é igual ao maior divisor com- 
mum dos seguintes 


9 
156, 264, 208, 96 (2) 


a x TEDN r a 

[ue Sdo os restos das divisões dos primeiros (1) por 264; o 
maior divisor commum dos numeros (2) é igual ao dos numeros 
Seguintes 


60, 72, 12, 96 (3) 


c x Eros 
lue São os restos das divisões dos numeros (2) pelo menor 
Telles 96. 


Diy 


: idindo os numeros (3) pelo menor d'elles 42, e as diffe- 
ente 


S divisões fazendo-se exactamente, 12 é o maior divisor 
ommum dos numeros dados. 
re REGRA, Para achar-se o maior divisor commum de mu itos 
a ri dividem-se todos elles, excepto o menor, por este menor, 
ane iuam-so a estes numeros a restos de suas divisões pelo 
am obtem-se uma nova serie d'outros numeros, menores que 
E eros dados, e sobre os quaes opera-se da mesma maneira, 
Maior. Successivamente até chegar-se a dous numeros, cujo 
divisor commum será o dos numeros propostos. 
facil ver-se que este methodo é uma generalisação do me- 


l E 
odo empregado na busca do maior divisor commum de dous 
Numeros, 
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OUTRO METHODO, t 
t 
130. THEOREMA. O maior divisor commum de muitos nume- 
ros é igual ao maior divisor commum desses numeros menos 
dous d'elles, que são substituídos pelo seo maior divisor com- 
mum. 
Sejão a, b, c, d os numeros dados; e à o maior divisor 
commum de a e b, o maior divisor commum de 


a,b,c,d 


será o mesmo que o de : x s 


ò, c, d. 


Com cffeito, um commum divisor de a, b, c, d, dividindo em 
particular a eb, divide ò (nº 126); por conseguinte um commum 
divisor de a, b, c, d é commum divisor de à, c, d; reciproca- 
mente, um commum divisor de ð, c, d, divide a, b, c, d, por 
isso que a, b são multiplos de ò. 

Segue-se d'ahi que os divisores commums de a, b, c, d são 
iguaes aos divisores communs de ò, c, d, e por conseguinte O 
maior divisor commum dos primeiros é igual ao dos segundos. 

Determinemos o maior divisor commum dos seguintos nu- 
meros : 


9702, 4400, 2002, 594, 66. (1) 


O maior divisor commum destes é o mesmo que o dos se- 
guintes : 
hh00, 2002, 594, 66 (2) 


sendo 66 o maior divisor commum de 9702 e 66. Estes (2) 
podem ser substituidos pelos seguintes: 


400, 2002, 66 (3) 


66 sendo o maior divisor commum de 594 e 66. 
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Procurando o maior divisor commum de 4000, e 2002 acha- 


Mos ser 22; por conseguinte os numeros (3) podem ser substi- 
tuidos pelos seguintes: 


22, 66 


cujo maior divisor commum é 22; logo o maior divisor com- 
mum dos numeros dados (1) é 22, 

131. Regra. Para determinar o maior divisor commum de 
Muitos numeros procura-se o maior divisor commum de dous 
Ventre elles, depois o maior divisor commum do numero assim ` 
Obtido e doutro d'entre elles œ assim por diante, até que todos 
°S numeros dados tenhão sido empregados. 


Limite do numero de divisões a que pode dar lugar 
a busca do maior divisor commum. 


132, Vamos determinar um limite superior do numero de 


Visões que se tem de fazer para determinar o maior divisor 
commum, 


Lemma, Um resto qualquer é menor que ametade daquele 
lue o precede de duas ordens ; 
$ Sejão À, Rj Ba, Mis Res c IRS OS differentes restos 
“Siados na busca do maior divisor commun entre 4 e B; que- 
ro 3 
mos demonstrar que um resto qualquer R, < a : 
PH R, , . . [A R, 
Com elfeito se RS 2» 4 fortiori R, será menor que a : 
or i Eais ; 
Por O que os restos vão sempre diminuindo; porém se 
Ros fi n 
a> 9» então R, não é contido em R, senão uma vez, eo 
tes FE be : 
to da divisão de R, por R, é igualaR,—R,,e como R, é 
Maj R, 5 R, R, 
“or que 3» Por conseguinte R,— R, < Fo uR. 


oq end. 
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eo 
So 


k - e B ; 
Segue-se d'esta proposição que R, < Z, B é o menor dos 


o 
- dous numeros. q 


133. THEOREMA. Escrevendo em uma linha horizontal as 
differentes potencias de 2 : 


lg, Bos Mis) SOS JR o q 


o dobro da ordem que occupar a potencia de 2, que fôr imme- 
diatamente superior ao menor dos dous numeros A, e B, de que 
se busca o maior divisor commum, será o limite do numero 


de divisões a effectuar-se. x 


Supponhamos A >B; em virtude do lemna Ra R,< R: 


2 1 
B R B : a 
logo Ri<Ẹ> R<= , logo R;< gë R< R,, € com mais razão 


2 , 
Aez Buia pa + EE SBEN S 
s<īg; € assim successivamente; em gera Rin Sr ; Se 2"> 


rB e F 
então—<1, e Rın< 1, e como na busca do maior divisor 


w 


commum um resto não pode ser menor que a unidade, 1080 
não poderá haver 2n divisočs; 2n é pois o limite superior. 


Fhecremas relativos ao maior divisor commum, 


134. Tnzorea I. Todo numero que divide muitos outros 
divide seo maior divisor comum ; e reciprocamente todo divi- 
sor do maior divisor commum de muitos numeros é tambent 
divisor desses numeros. 

Sejão a, b, c, d os numeros dados, dos quaes à é um divi- 
sor commum ; queremos demonstrar que ò divide D, repre 
sentando D o maior divisor commum de q, b, c,d. 

O numero à dividindo a e b, divide o maior divisor com” 
mum d'esses dous numeros (nº 126), que representamos por Dy 
à dividindo D, e c, divide o maior divisor commum dessê 
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dous numeros que chamamos D,; 9 dividindo D, e d, divide o 
> maior divisor commum d'esses dous numeros, que é D. 
9 0. q-e n. d, 

A proposição inversa é evidente; porque a, b, c, d sendo nu- 
meros multiplos de D, são multiplos de um dos factores de D, 
tal que ĝ. 

135. TneoreMA H. Logo que se multiplica ou divide muitos 
numeros por outro, o maior divisor commum d'aquelles é mul- 
tiplicado ou dividido por este. 

Supponhamos primeiramente dous numeros; sejão a, b 
esses numeros, D seo maior divisor commum e d o numero 
escolhido; queremos demonstrar que logo que se multiplica 
ou divide a e b por à, o maior divisor commum D é tambem 
multiplicado ou dividido por ò. 

Procuramos o maior divisor commum de a e b dividindo 
“por b; se r representa o resto desta divisão, dividimos ainda 
b por r; se esta divisão não se faz exactamente, e se 7! repre- 
Senta o resto, dividimos r por 1”, e assim successivamente até 
Chegarmos a um resto nullo; d'outro lado sabemos que, logo 
que se multiplica ou divide o dividendo e o divisor por um 
Mesmo numero, o resto é tambem multiplicado ou dividido 
Dor esse numero (nº 85) ; isto é, se multiplicarmos ou dividir- 


r 
mos aeb por ò, r torna-se yr x dou g? e como este resto vem 


à ser divisor na seguinte divisão, o resto desta segunda divi- 


ni 


x t A 1 ~ . 
So 1º torna-se 1º x O ou 3 todos os restos se achão pois mul- 


liplicados por ò, e como o penultimo não é mais do que o maior 
divisor communm, logo, cte. 

“Consideremos muitos numeros «, b, c, d, seja D o maior 
divisor commum, e ò o divisor escolhido. 

Procuramos o maior divisor commum de muitos numeros 
% Do, d, procurando o maior divisor commum de a e b, que 
designamos por D,; depois o maior divisor commum de D, cc, 
Mue representamos por D,, depois o maior divisor commum 


de Die, que é D; porém a e b, sendo multiplicados ou divi- 
7 


paa 
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didos por à, D, é tambem multiplicado on dividido por ò 
(1º parte do th.); D, e c sendo multiplicados ou divididos por 
ð, D,, é tambem multiplicado ou dividido por d; e, emfim, 
pela mesma razão, D será tambem multiplicado ou dividido 
por à. o. q.e. n. d. 

Se nos pedissem de determinar o maior divisor commum dos 


seguintes numeros: 


36300, 594000, 643500; 


dividiriamos esses numeros por 100, e procurariamos o maior 
divisor commum dos numeros £ 


363, 594, 6435 ; 


porém como pelo theorema acima, o maior divisor commum 
d'estes ultimos é 100 vezes menor que o maior divisor com- 
mum dos numeros propostos, logo, para termos este, deter- 
minariamos aquelle que multiplicariamos depois por 100. 

136. THEOREMA I. Logo que se divide dous ou mais numeros 
pelo seo maior divisor commum, 05 quocientes são numeros pri- 
mos entre si. l 

Com efeito, dividindo os numeros dados pelo seo maior di- 
visor commum, dividimos este maior divisor commum por si 
mesmo (nº 135), e o quociente é a unidade ; porém dous nu- 
meros, que teem por maior divisor commum a unidade, são 
primos entre si; logo o theorema se acha demonstrado. 

437. THEOREMA IV. Logo que um numero divide um pro- 
ducto de dous factores e é primo com um d'elles, divide tambem 
o outro, 

Seja n um numero que divide o producto a x b, n sendo 
primo com a, digo que n divide b. Com efeito, n sendo primo 
com a, o maior divisor commum é a unidade; multipliquemos 
estes dous numeros por b, o maior divisor commum dos dous 
productos 


nxb caxb 
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será b (nº 135); ndividea x b por hypolhese, tambem divide 

n X b, porque entra como factor, logo divide o maior divisor 
t . , 

Ccommum desses dous numeros ; isto é b. 0. q. en, d. 


Theoria do menor multiplo commun, 


BUSCA DO MENOR MULTIPLO COMMUM DE DOUS NUMEROS INTEIROS. 


138. Já definimos o que se chama multiplos de muitos nu- 
Meros : entre todos os multiplos de muitos numeros ha um 
Me é o menor de todos, e que se chama menor multiplo, de 
Muita importancia na Arithmetica, onde seo uso e applicação 
São continuos. 

Trroreva I. O menor multiplo de dous numeros é igual ao 
quociente da divisão do producto d'esses numeros pelo seo maior 
divisor commum. 

Sejão a e b os numeros dados, d o maior divisor commum, 
de sorte que : 

a=da (1) 
b=d.b' (2) 


in sendo um multiplo de a, temos: 
m=a xq; (3) 


" sendo tambem um multiplo de b, b divide m, € por conse- 
suinte a x q, oud x a x q, por isso que a=d x a'; assim 


ax y IXAKA oy CX 


ou —- p ou — ~A é um numero inteiro; logo 
dxb y g 0; log 


5 . è ess ' ; ' 

É necessario que a'X q seja divisivel por b'; e por isso que a' é 

Primo com by, é necessario que b' divida q (nº 137),e temos; 
q=b xq'; 

9 Valor de m (3) torna-se: 


m=axbxq 


em m=a a Xq= dado xq (4) 
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, b 4 
escrevendo em lugar de b' seo valor — (2). A expressão (4) é 


d 
; ; i axb 
uma formula geral dos multiplos de dous numeros ; ni é 
“ 
uma quantidade constante, q' é uma quantidade variavel que 
pode receber toda sorte de valores, que multiplicados pela 


quantidade constante =. , darão os differentes multiplos de 


acb. 
Se q'= 1, então: 


d E (5) 


representa o menor multiplo possivel de a cb. oq. e.n. d. 


a 7 axb 3 
Observação T. A igualdade m = 1x2 x q' mostra que os 
multiplos de a e b são multiplos do menor multiplo d'esses dous 
numeros e reciprocamente. 


Observação II. A igualdade (5), dá : 
m. d. =4. b 


o que significa que : o producto de dous numeros é igual ao pro- 
ducto do maior divisor commum pelo menor multiplo. comum 
d'esses dous numeros. 

Observação III, Se os dous numeros a e b são primos entre 
si, então d =1, e a formula (5) torna-se : 


m=axb; 


isto é que: o menor multiplo de dous numeros primos entre si, 
é igual ao producto d'esses dous numeros. 

Recra, Para achar o menor multiplo de dous numeros , 
divide-se um d'elles pelo maior divisor commum, e multiplica- 
se o quociente pelo o outro numero. 

O menor multiplo de 123 e 36, cujo maior divisor commum 
é3,é: 

36 . 


yX 123 =12 x 123 =1476 
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BUSCA DO MENOR MULTIPLO COMMUM DE MUTTOS E 
núlteros INTEIROS. 


Ahh. THEOREMA, Muitos numeros sendo dados, procurando 
0 menor multiplo de dous d'entre elles, depois o menor multi- 
plo do numero assim obtido e de outro dos numeros dados, e 
assim por diante, até que todos os numeros dados tenhão sido 
| empregados, o ultimo menor multiplo determinado será o me- 
nor multiplo commum de todos os numeros dados, 

Sejão a, b, c, d os numeros dados. 

Procuremos o menor multíplo de a e b, seja m esse menor 
| Multiplo; os multiplos de m sendo multiplos de a e b (nº 129), 

Para termos os multiplos de a, b, c, bastará procurar os mul- 

liplos de m e c; e por conseguinte teremos o menor multiplo 

de a, b, c, procurando o menor multiplo de m e c, que 
| designamos por m': os multiplos de m’ são multiplos de a, b, 
| c, logo, para termos os multiplos de a, b, c, d, bastará deter- 
l 


minar os multiplos commums de n e d; e por conseguinte o 
Menor multiplo dea, b, c, d será obtido procurando-se o menor 
Multiplo de m'e d, o que demonstra o theorema proposto. 

| 145. Observação. A demonstração d'este theorema faz ver 
que os differentes multiplos commums de muitos numeros são 
multiplos do menor multiplo d'esses numeros, 

146, Regra, Para obter-se o menor multiplo commum de mui- 
tos numeros, determina-se o menor multiplo commum de dous 
Ventre elles, depois o menor multiplo commum do numero assim 
Obtido e de outro dos numeros dados, e assim successivamente, 
até que todos os numeros tenhão sido empregados ; o ultimo me- 
nor multiplo determinado é o menor multiplo commum de todos 
0S numeros dados. 

Determinemos o menor multiplo dos numeros 4, 6, 24, 9. 

A) menor multiplo commum de 4 e 6, de que 2 é o maior di- 
l Visor commum, é : i Je. > 
> x62 6—1? 


eee | 
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o menor multiplo de 12 e 24, de que 12 é o maior divisor 
commum, é: 3 o 
12 
TEKUSA R: 


o menor'multiplo de 24 e 9, cujo maior divisor commum é 3,6: 


24 


3 X 9=8 x 9=72; 


assim 72 é o menor multiplo commum dos numeros dados. 


€ 


EXERCICIOS, 


QUESTÕES RESOLVIDAS 


I. O producto de dous numeros é 86h, e o menor multiplo 
1hh. Determinar esses numeros. 

Sejão N e N' os numeros buscados, D o maior divisor com- 
mum desses numeros, m o menor multiplo dado, n e n' os 
quocientes das divisões de N, N' por D ; sabemos que : 

N' NEN 8h 


N. 
m=- eem seguida D= = $ 


porém 
N=nxD e N=n'xD, 


n, nº sendo dous numeros primos entre si; multiplicando as 
duas ultimas igualdades membro a membro, temos : 


MN =n. n. D 
Wonde se deduz 
; i N. N” 864 


n. e a = 24; 
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logo : 
o + 
ESR egn =8, 


€ em seguida : 


N=3 x 6—18 e N'=8 X 6 = h8. 


I. Tres moveis percorrem uma circumferençia ; o primeiro 
encontra o segundo todas as 6h, e o segundo encontra o terceiro 
todas as 8"; determinar o tempo que se passa entre dous encon- 
t per Simultaneos e successivos dos tres moveis. 

É facil ver-se que o numero,pedido é 24, menor multiplo dos 


Numeros dados 6 e8. 


QUESTÕES NAO RESOLVIDAS. 


Hi, o producto de dous numeros é 336, e o maior divisor com- 
um h. — Quaes são esses numeros ? 

IV. Asomma de dous numeros é igual a 240, o menor multi- 
Dlo 1728. — Determinar esses numeros. 

V. Achar o menor numero possivel que, dividido por 6, 8 e 9, 
GE o mesmo resto h. 

VL Tres moveis percorrem no mesmo sentido uma circum- 
Cençia de 360 metros de comprimento; o primeiro percorre 3h” 
M uma hora, o segundo 12", eo terceiro h. Determinar o tempo 
Que se Passa entre dous encontros simultaneos e successivos dos 
Pes moveis. 

MI Achar um numero de dous algarismos, que dividido por 

€ 9 dê o mesmo resto 3. 

Min, Demonstrar que, logo que se divide o menor multiplo de 


Mui ; : $ 
poros numeros por cada um d'elles, os quocientes são primos 
ntre gi 

à, : 
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e 


CAPITULO 1V. 


THEORIA DOS NUMEROS PRIMOS. 
COMPOSIÇÃO DO MAIOR DIVISOR COMMUM. 
COMPOSIÇÃO DO MENOR MULTIPLO. 


Definições. 


147. Sabemos o que é numero primo, e o que se chama nu- 
meros primos entre si (nº 117, 12h). 

É preciso notar-se que todo numero primo é primo com todos 
os outros numeros inteiros, que não fórem seos multiplos ; por 
que não tendo por divisor senão a si proprio, ou a unidade, € 
não dividindo os numeros em questão, 0 unico divisor commum 
que pode haver, é a unidade, logo etc. 


Thcoremas fundamentaes. 


168. THEOREMA I. Todo o numero inteiro que não é primo 
admitte ao menos um divisor primo. 

Seja n um numero que não é primo; n não sendo primo, ad- 
mitte dous ou mais divisores; supponhamos que n’ seja um 
delles, n’ sendo um numero maior que 4 e menor que n; 5¢ 
n'é PLDIO, o theorema está demonstrado ; senão, admitte um 
divisor n”, que é maior que 4 e menor que n'; é claro que nº 
é divisor de n, por isso que n é multiplo de n’; se n” é primos 


Biblioteca Pública Benedito Leite 


o 
E ARMARAN HÃC 107 


0 theorema está demonstrado ; senão etc. ; continuando o mes- 

mo raciocinio, não podemos deixar de chegar a um divisor pri- 
. Ela, a RR TE) o 

Mo, por isso que o numero d'esses divisores é limitado, e vão 


diminuindo successivamente. 


ESTAD 


149, Treorema II. Dous numeros, que não são primos entre 
$t, teem ao menos um divisor primo commum. 

Sejão a eb dous numeros que não são primos entre si, e 
Seja d o maior divisor commum desses numeros ; sed éprimo 
0 theorema está demonstrado ; senão, d, admitte necessaria- 
mente um divisor primo (nº 147) que será divisor de a eb. 

9 0.G. en. d. 


150. Tnzonena IT. A serie dos numeros primos é ilimitada, 

Supponhamos que n seja o maior de todos; façamos o pro- 

Neto de todos os numeros primos desde 2 até n, ajuntemos 1 
desse producto; chamando S o resultado, temos : 


a a E T 


SA admittir ao menos um divisor primo (nº 247); porém 
visor não pode ser um dos factores do producto 2. 5. 
NE n, porque este factor dividiria este producto, e por conse- 
SUnte dividindo S, e uma parte de S; isto é 2. 3. 5... n, deve- 
à dividira outra parte que é 1, o que é absurdo; logo o numero 
s pio um divisor maior que n, o que mostra que n não é 
ator numero primo possivel, e por consequencia a serie dos 
Numeros primos é illimitada. 


Determinação dos numeros primos. 


e ds Todo numero inteiro que, não sendo qut- 

Or que $ puing. numero inteiro, não admitte divisor algum me- 
“E sua raiz quadrada, não admitte outros e é prumo, 

Seja n um numero, cuja raíz quadrada é Vn . 


d 


E. 
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É claro que 


n=Vn. Vi; 


se d representa um divisor den e q o quociente, tambem 
temos : 


n=0UX q 
e por conseguinte 
— mam 
Vn.Vn=d.q; 


esta igualdade mostra que, se d é menor que Vn , q é maior 
que n, e reciprocamente sed é maior que Vn, q é me- 
nor que Vn; isto quer dizer que, quando um numero tem 
um divisor menor que sua raiz quadrada, tem outro maior; è 
quando tem um divisor maior que sua raiz qudrada tem 
outro menor; por conseguinte, logo que não tem divisor algum 
menor que sua raiz, não admilte outro, e é primo ; porque sê 
tivesse um divisor maior que sua raiz, teria outro menor, O 
que é contrario à hypothese. 


152. COROLLARIO. Da demonstração do theorema precedente 
conclue-se que, quando se divide um numero por um divisor 
menor que sua raiz quadrada, obtem-se um quociente maio” 
que esta raiz, e por conseguinte menor que o divisor empre- 
gado; e, quando se emprega um divisor maior que a raiz; 
obtem-se um quociente menor, e à fortiori, menor que o diviso 
de maneira que emtoda a divisão pode-se sempre conhecer s? 
o divisor empregado é ou não menor que a raiz do dividendo, 
observando somente se o quociente é maior ou menor que O 
divisor. : 

151. A determinação dos numeros primos não é mais do quê 
uma applicação do theorema e do corollario precedentes; com 
cíteito, para reconhecermos se um numero é ou não primo 
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bastará dividil-o por 2, 3,5, 7... successivamente até chegar- 
Sôa um quociente menor que o divisor empregado: se até 
ahi não se tiver encontrailo divisor algum do numero dado, 
belo theorema precedente, sabemos que inutil será ensaiar a 
* divisão por outros factores; porque elle não terá outro, e será 
Primo. 


Vejamos se 127 é um numero primo ; 


127 
Divisores. Quocientes, 
14 1 127 
2 não é divisivel. 
3 » » 
5 » » 
7 18 -+ resto 
11 14 + resto 
13 9 -+ resto 


Empregâmos os divisores 1, 2,3,5, 7, 11,13; dividindo 427 
Pelo ultimo; isto é, por 43, achamos por quociente 9 mais um 
Pesto; isto é, um quociente menor que o divisor empregado, 
080 0 numero 127 é primo : é facil ver-se que a raiz quadrada 


de 127 é comprehendida entre 11 e 13. 


Formação de uma taboa de numeros primos. 


154, É a Eratosthenes, nascido em Cyrene, 276 annos antes 
c Jesus-Christo, que se deve a invenção de um dos methodos 
Mais simples para descobrir-se todos os numeros primos na se» 
1e natural dos numeros até certo limite determinado; melho- 


É conhecido sob o nome de crible d'Erathosthenes, que vamos 
YPôr, 
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Os numeros pares não sendo primos à excepcão de 2, inutil 
é procurar estes entre aquelles; podemos pois supprimiraa 
serie natural dos numeros até o limite determinado todos 08 
numeros pares, o que se faz apagando todos os numeros sobre 
os quaes se cahe, contando de dous em dous á partir de 2. 

Como todo numero primo é impar, e que todo numero im- 
par não é primo, os numeros primos se acharão na serie dos 
numeros impares, que escrevemos : 


9 41 13 43 17 19- 9x 93 
95 27 99 34 55 35 37 59 01 43 45 hT 
s 7 59®641 65 65 67 69 HU 
f i r 83 85 87 89 91 95 95 
97 99 4101 403 405 407 409 44 113 


. . . . . . . . . . . . . . . 


Nésta serie de numeros, um numero qualquer differe do pre- 
cedente de duas unidades, e do que o precede de 3 ordens dê 
6 unidades, logo um numero que vem tres ordens depois de 
um numero divisivel por 3 é divisivel por 3 (nº 98); o que vem 
tres ordens depois de um numero que não é divisivel por 3 
não é divisivel por 3; porque compondo-se de duas partes, umê 
divisive} por 3 ca outra não, não pode ser divisivel por 3; 1080 
se a partir de 3 contarmos de tres em tres os numeros, sobre 
os quaes cahirmos, serão todos divisiveis por 3, e não sendo 
por conseguinte primos, devem ser riscados. 

Fazendo o mesmo raciocinio veriumos que todos os numê< 
ros sobre os quaes se cahe contando de cinco em cinco a pal” 
tir de 5, são todos divisiveis por 5, e devem ser riscados ; quê 
todos os numeros sobre os quaes se cahe contando de sete em 
sete a partir de 7, de 44 em 11 a partir de 11, etc., são todos di- 
visiveis por 7 € 11, etc., e devem ser riscados. 

Tendo assim supprimido na serie dos numeros impares todos 
os numeros divisiveis por 3, 5, 11, ctc., os numeros, que 105 
y são os numeros primos buscados. 

É importante saber-se em que epocha da operação prece- 
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dente um numero não riscado é primo; digo que, depois que 
ĝe tiverem apagado os multiplos de 3 e 5, os numeros que resta- 
tem desde 4 até 49 A BR quadrado do numero 7 im- 
Mediatamente superior a 5, são todos primos; com cíTeito, a 
raiz quadrada d'esses numeros desde 1 até 49, é menor que 7, 
esses numeros não tendo divisor algum menor que 7, por isso 
que todos os multiplos de 3 e 5 forão supprimidos , não teem 
Outros e são primos (nº 151). 

Pela mesma razão, logo que se tiverem riscado os multiplos 
de 3,5 7, pode-se aflirmar que desde 1 até 121 exclusiva- 
Mente, quadrado de 11, numero immediatamente superior a 7, 
todos os numeros restantes «2rão primos. 

Em geral, logo que se tiverem riscado os multiplos de 3, 5, 
E7, M. até n, m, sendo o numero immediatamente superior a 
n, Pode-se affirmar que os numeros que restarem desde 1 até 
m? exclusivamente , são primos. 


BIBLIOTHECA PUBLICA 
Goa. 


IPLIFICAÇÃO., 


ESTADO DO MARANHÃO 


155. Esta idéa simplifica um pouco o methodo do 'geometra 
Yrego na descoberta dos numeros primos. Com effeito, logo que 
5e tiverem supprimido os multiplos de 3, os numeros desde 
1 até 95 exclusivamente são primos; por conseguinte, logo que 
bassarmos a supprimir os multiplos de 5, inutil será começar 
Pelo numero 5, será bastande fazel-o pelo numero 25 ; tendo 
“upprimido os multiplos de 3 e 5, todos os numeros que res- 
tão desde 1 até 49 são primos; e quando passarmos ao numero 
7, bastará começar pelo numero 49, e assim successivamente. 

Em geral, logo que se tiverem supprimido os multiplos de 

12, 3... n para passar a supprimir os multiplos de m, numero 
que suppômos immediatamente superior a n, bastará começar 
Pelo numero nº. 


TEIA 
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TABOA DOS NUMEROS PRIMOS PESDE 4 ATÉ 41000. a 
ho 


Theoremas relativos aos numeros primos. 


156 THEOREMA l. Todo numero primo, que divide um pro- 
ducto de muitos factores, divide necessariamente um d'elles. 

Seja n um numero que divide o producto ax b, composto 
de dous factores ; digo que se n divide a x b, divideou a oub. 

Com efeito, se n não divide a, é primo com a, e então deve 
dividir b (nº 437). 

Sejão geralmente «, b, c, d muitos factores, cujo producto é 
divisivel por n, digo que n divide um dos factores ou a, ou b; 
ou c, oud. 
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à Com effeito podemos escrever : 


a.b.c. gz ax b.c. d. 


Considerando a. b. c. d como um numero composto de dous 
factores a e b, c. d; ora em virtude da primeira parte da de- 
Monstração n deve dividir ou a ou b. c. d, se n divide a, o 
theorema está demonstrado, quando não, deve dividir b. ¢ d, 


que podemos pôr : 


b.c. d=b xed; 


4 dividindo b, c. d divide ou lou c. d; se n divide b, o theore- 
ma está demonstrado, quando não deve dividir c. ad; porém: 


cd=cxd:; 


Jogo n, dividindo c. d, divide ou c, ou d. 0.4. e.n. d, 

157. COROLLARIO. Logo que um numero primo divide uma 

Potencia de outro qualquer, divide esse numero. 

Com efeito, uma potencia de um numero sendo um pro- 
ucto de muitos factores iguaes a esse numero, se o producto 
Or divisivel, um dos factores tambem o será. (nº 157). 

158, Observação. Um numero primo não pode dividir um 

Producto de factores primos sem ser igual a um d'elles. 

Porque dividindo o producto, deve dividir um dos factores, 

Tue sendo primo com o dito numero, não tem outro divisor 
ommum senão a si proprio ou a unidade. 

159, THEOREMA II. As potencias quaesquer de dous numeros, 

Primos entre si, são tambem dous numeros primos entre si. 

Sejão a e b dous numeros primos entre si, digo que a" e 

" tambem o são ; Se assim não fosse, a” e b" admillirião um di- 
Sor commum d; porém d dividindo a”, dividiria a, dividindo 
" dividiria b (nº 157), logo d seria um divisor commum de a e 
> © que é contrario á hypothese, 

160, Treorexa II. Um numero, primo com todos os factores 


q 7 . > 
“um prod ucto, é tambem primo com esse producto ; e recipro- . 
Camente, 


E 


o 
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Seja n um numero que é primo com cada um dos factores 
a, b, c do producto a. b.c, n será fimbem primo com a. b. @ 

Com effeito, sen e a. b. cnão fossem primos entre si, admit- 
tirião ao menos um divisor primo commum (nº 149); seja d 
esse divisor; porém d dividindo a. b. c, dividiria um dos fac- 
tores a por exemplo, logo haveria entre n e a um divisor d, o 
que é contrario à hypothese. 


RECIPROCAMENTE. Um numero primo com um producto demui- 
tos factores é tambem primo com cada um dos factores. 

Se n é primo coma. b. c, digo que tambem o será com cada 
um dos factores e reciprocamente. 

Com effeito, se n não fosse primo com o factor a por exem- 
plo, existiria entre elles um factor commum d; porém dividindo 
a, dividiria a. b. c, que é um multiplo de a, o que é contrario 
à hypothese. 


161. THEOREMA IV. Um numero divisivel por muitos outros, | 
primos entre si dous a dous, é tambem divivsiel pelo producto. 

Se n é divisivel separadamente por a, b e c, n será divisivel 
por a. b. c. À e 

Com effeito, n sendo divisivel por hypothese por a, temos: 


n=a xq (1) 


q sendo um numero inteiro; b dividindo n divide a x q; porém 
sendo primo com a, divide q e assim temos: 


q=b.q' (2) 


q’ sendo um numero inteiro; substituindo este valor de q na 
igualdade (1), temos : 


n=a4 x bxi; i (3) 


c dividindo n, divide a x b X q'; porém sendo primo com « e b, 
é primo com « x b, logo deve dividir g’: 


d=exq”, (1) 
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q” sendo um numero inteiro ; substituindo o valor de q” (4) na 
igualdade (3) temos : 4 


n=axbxcxq"' 
ou n=. b.c xq" 


o que prova que a. b. c dividen. o q.e nd. 

Observação. E preciso notar-se que este theorema não é ver- 
dadeiro senão no caso em que os numeros são primos dous á 
dous. 


9 
APPLICAÇÃO D'ESTE THEOREMA, 


162. Um numero será divisivel por 6, logo que fòr divisivel 
por 2e 3 : assim um numero será divisivel por 6, logo que seo s 
ultimo algarismo á direita for um numero par, e a somma de 
seos algarismos tomados com seos valores absolutos fòr um 
multtplo de 3. 

Da mesma maneira um numero será divisivel por 12, Jogo 
que fôr divisivel por 4 e 3; assim um numero será divisivel 
por 12, logo que seos dous ultimos algarismos á direita forma- 
rem um numero divisivel por 4, e a somma de seos algarismos 
fôr um multiplo de 3, 

Um numero será divisivel por 15, logo que fôr divisivel por 
503; assim, etc. 

Um numero será divisel por 18, logo que fôr divisivel por 2 
e 9; assim, etc. 

Mais tarde veremos de quanta utildade é a applicação do 
theorema precedente na simplificação dos calculos. 


Decomposição de um numero em factores primos. 


163. THEOREMA I Todo o numero, que não é primo, é iqual 
a um producto de factores primos, 
8. 
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Se n não é primo, admitte ao menos um divisor primo d 


(nº 148) : è 9 


n=d.q; 


se q é primo, o theorema se acha demonstrado; se não o é, ad- 
mitte ao menos um divisor primo d”, e tem-se: 


e em seguida, i 


n=dl'. q': 


se q é primo, 0 theorema está demonstrado; se não é, conti- 
nuar-se-hia o mesmo raciocinio alé que se chegasse a um 
quociente primo, o que não pode deixar de acontecer, pois os 
quocientes q, q' ctc., em numero limitado, vão diminuindo suc- 
cessivamente. : É 

164. Observação. Na demonstração do theorema precedente 
se não suppõe que os factores d, d', d”... tenhão differentes 
valores: um mesmo factor pode figurar muitas vezes no pro- 
ducto. Á 

Seja proposto decompôr 360 em seos factores primos. 

É claro que : 


9600=36x10=6x6x2x 5= 
=) XxX 2X3:X 250,5 == 
=2X1%X2%X3X3x5= 
AS TE 


achamos que 360 contem tres factores iguaes a 2, dous factores 
iguaes a 3 e um igual a 5, l 
165. THEOREMA TI. Um numero não pode ser decomposto em 
factores primos senão de uma maneira. 
O theorema precedente fez-nos ver que n, sendo um numero 
não primo : 


N=0XDXCX cw XK 
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d, b, Go...» fi sendo os differentes factores primos do numero 
no AO a esses Se RG ser jguaes; queremos de- 
monstrar que não ha outr/modo dedecomposição do numero 
a em factores primos; isto é, que n não pode ser igual a outro 
producto de factores primos. 

Supponhamos o contrario, e ponhamos : 


SUIER Ap A A 
como os dous productos são iguaes a n, temos : 


ONO XLR va SOE = Qua RR CIO DO der doer 
9 


a! dividindo o segundo membro d'esta igualdade, deve dividir 
o primeiro, por ém a” sendo um numero primo, não pode divi- 
dir o primeiro producto sem dividir um dos factores, a por 
exemplo; mas a sendo tambem um numero primo é necessario 
que a seja iguala a” (nº 158), logo a = a'; dividindo o primeiro 
membro por a e o segundo por a" temos : 


DXCX are XK=D SC ua CRS 


fazendo o mesmo raciocinio, veriamos que b==b"; dividindo 
de um lado por b e do outro por b”, temos : 


CE AKEE CD: cats e E 


e assim successivamente; de maneira que, um factor que se 
acha nº um membro, se acha tambem no outro; e se um dos 
factores entra certo numero de vezes em um dos productos, 
entra o mesmo numero de vezes no outro, 


` 
Methodo para decompôr um numero cm factores 


primos. 


166. Seja o numero 630, que queremos decompôr em fac- 
tores primos; vemos pelos conhecimentos que temos sobre os 
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caractéres de divisibilidade, que 630 não é primo e é igual a 
um producto de factores primos, que se trata de determinar; 

O numero 630 é divisivel por 2, « o quocienie sendo 315, 
temos: 


630 =2x 315; 

315 não é mais divisivel por 2, porém o é por 3 e temos: 
315= 3 x 105; 

por conseguinte : 

a 630=2 x% x 105; 

105 é ainda divisivel por 3, e tem-se : 
105=3x35 

e por consequencia 
630=2 x 3x 3 x 35; 

emfim 35 sendo igual a 5 x 7, temos : 


6390=2x3x3x5x7 
ou 630=2x3ºx5x 7. 


Typo da operação: 


630 2 
315 |3 
105 | 3 
55 | 5 
7/7 


167. Regra. Um numero sendo dado, para decompol-o em 
seos factores primos, divide-se esse numero por 2,seé possivel; o 
quociente ainda por 2, onovo quociente por 2e continua-se até que 
a divisão não seja mais possivel; passa-se depois ao factor 3, ope- 


+ 
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ra-se da mesma maneira ; quando o ultimo quociente não é mais 
divisivel por 3, passa-segio factor 5,e assim successivamênte, 

N'esta decomposição bh factores primos é preciso ter em 
vista o theorema (nº 451). 

“468, Observação. O theorema (nº 165) permitte simplificar a 
regra que acabámos de dar para a decomposição de um nt- 
mero em seos factores primos. Com effeito, como não ha senão 
um modo de decomposição em factores primos, por conse- 
guinte qualquer que seja o meio que empregarmos, o resultado 
será sempre o mesmo. 

O habito do calculo facilita muito a decomposição de umnu- 
mero em seos factores primr3; com ceffeito, acontece muitas 
vezes conhecer-se immediatamente que o numero dado é 
um producto de dous factores, que são tambem productos 
conhecidos doutros factores; fazendo-se o producto de todos 
esse factores simples, tem-se um numero que é igual ao numero 
dado. 

Tomemos por exemplo o numero 630, de que já tratâmos; 
é claro que: 

630=63 x 10= 
=9X 7x 2x5= 
=3x3xX7xXx2X5= 
=2 X 3 Dedo 


Seja ainda o numero 720, 


7290=72x10=8x9x2x 5 
DA e Eis soe Estado rea) 
=2"% 3"x5. 


Consequencias dos dous ultimos thcoremas. 
Condição para que dous numeros sejão divisiveis um 
pelo outro. 


169. THEOREMA. Para que um numero seja divisivel por ou- 
tro é necessario e sufficiente que todos os factores primos do 
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divisor se achem no dividendo, affectados com expoentes ao menos 
iguaes, q a 

Esta condição é necessaria ; porque,» dividendo sendo o pro- 
ducto do divisor pelo quociente contem os factores, que com- 
poem o divisor, assim como os que compoem o quociente. 

H. Esta condição é sufficiente ; por que se fòr preenchida, 
poder-se-ha decompôr o dividendo em dous factores, um que 
conterá os factores que entrão no divisor, e o outro os factores 
que entrão no quociente. 

Tomemos, por exemplo, o numero n=2º x 3° x 5º x 7,e 
outro n'=2t x 3º x 5º; pelo que dissemos, o numero n é di- 
visivel pelo numero nº; o quociente desta divisão 

n  2x3'x5'x7; + 


g 


obtem-se, escrevendo no quociente os factores do dividendo 
que não se achão no divisor, e os outros com um expoente 
igual á diferença entre o expoente do factor do dividendo e 0 
expoente do factor correspondente no divisor. 

Quando um factor affectado do mesmo expoente se acha no 
dividendo e no divisor, o quociente d'esses dous numeros, 
sendo a unidade, nada se escreve no quociente: foi justamente 
o que aconteceo no exemplo supra com o factor 3; o quo- 
ciente é pois 2 x 5x 7. 


Beterminação de todos os divisores de um numero. 


170. Procuremos todos os divisores de 360 por exemplo; 
decompondo 360 primeiramente em seos factores primos, acha- 
mos 

3600=2",32 5; 


todo divisor de 360 só poderá conter os factores 2,3 e 5,0 
primeiro não podendo ser elevado senão até á terceira poten- 
cia, 0 segundo até à segunda, e o ultimo até à primeira, Reci- 
procamente, um producto qualquer d'esses factores, cujos ex- 
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poentes não fôrem maiores que aquelles de que já fallámos, 
será um divisor de 360; pr conseguinte, para termos todos os 
divisores de 360, formarcinos os productos d'esses factores um 
a um, dous a dous, tres a tres, Para chegarmos a este fim 
escreveremos as differentes potencias de cada factor em linhas 
horizontaes, collocando no principio de cada linha a unidade, 


“sem omittir factor algum: 


( bn Di (4) 
cm! 4, 3, po (2) 
| i (3) 


2 
multiplicando cada numero da linha (1) por cada factor da 
linha (2), temos os seguintes numeros : 


faça 2i Za 2: 
o LIDO O PE r MR 
| Se o seg 


que multiplicados por cada numero da linha (3). fórmão os 
seguintes : 


EST. 2, 2, 3 

| 3, 0/28; 2x3, 93 x 3? 
3, 2x3, 2x3, Pu 
AC 5 ADS, 2x5, 3x5 


5 X5, 2X3 X5, 2x3 x5, Px3 x5 
1 3x5, 2x3ºx5, 2x3:x5, 2x3 x5. 
que são todos os divisores do numero 360, logo que se tiye- 
rem elfectuado as multiplicações. 

Escrevemos a unidade em frente de cada linha horizontal, 
em primeiro lugar porque 1 é divisor, e em segundo para que 
os divisores (x) não se percaõ, e reappareçad em (6), e para 
que os dtvisores (5) figurem todos no ultimo quadro (7), ques 
encerra assim todos os divisores. do numero 360, 

Observação. O primeiro divisor é a unidade, co ultimo é o 
proprio numero, 
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174. Recra. Um numero sendo dado para formar todos-os 
seos divisores, decompõe-se esse numevo em seos factores primosg 
escrevem-se em linhas horizontaes ar differentes potencias de 
cada factor, collocando no principio de cada uma a unidade; 
multiplica-se a primeira linha por cada factor da segunda, os 
numeros assim obtidos por cada factor da terceira, eassim por 
diante; os ultimos productos obtidos são os differentes divisores 
do numero dado. ' 


Numero dos divisores de um numero, 


172. Tuzorema. O numero total dos divisores de um numero 
(comprehendida a unidade e o proprio numero) é igual ao pro- 
ducto dos expoentes dos differentes factores primos, que o com- 


poem, cada um desses expoentes sendo augmentado com uma 
unidade. 


Seja N o numero dado, e supponhamos: 
N = S pro 


Vimos que para formar-se todos os divisores de N, era neces- 
sario escrever : 


PEY RÃS E UE AO SRD Se 
1305 0º ASE a = DM 
1 


O e Coe DS ERR a CS 


multiplicar a primeira linha pelos factores da segunda, os pro- 
ductos pelos factores da terceira. A primeira linha contem 
(n-+1) termos; o numero dos productos dos termos d'esta 
linha por um termo qualquer da segunda, é (n + 1), e como ha 


“(n'+-1) termos na segunda, haverá (n-+1) (n'-+-1) divisores 


no fim da multiplicação dos termos da primeira Jinha pelos 


“termos da segunda; estes (n4+1) (n'+-1) divisores são multi- 


plicados por cada um dos termos da terceira, o que fornece por 


TT 
Biblioteca Pública Benedito Leite 


DE ARITHMBTICA., 123 


conseguinte (n+1) (n' +1) divisores, e como ha (n”-+-1) ter- 
«mos na lerceira, o Es i total dos divisores no fim da mul- 
plicação pelos termos da“erceira será (n +-1) (n' 4-1) (n"-+1). 
0. q.e. n.d. 
Observação. Este theorema permitte verificar na formação 
de todos os divisores de um numero, se o numero de divisores 
está completo. 


173. THEOREMA II. Todo o numero que é uma segunda poten- 
cia exacta tem um numero impar de divisores, e todo o numero 
que não é segunda potencia exacta tem um numero par de di- 
visores, e reciprocamente, 

Seja n=€, 

Vimos que se n tem um divisor d < a, tem outrod' < a; em 
geral a todo divisor de n menor que a corresponde outro maior 
que a, de maneira que os differentes divisores de n podem ser 
dispostos dous a dous, um d'elles sendo menor, e o outro 
maior que a; ha por conseguinte um numero par d'esses divi- 
sores, e como a é tambem divisor, logo o numero total é impar, 

O numero não sendo quadrado perfeito o divisor a desap- 
parece, e 0 numero de divisores é por conseguinte par. 

Reciprocamente, quando o numero de divisores de um nu- 
mero é impar, esse numero é quadrado perfeito ; porque se o 
não fosse, 0 numero de divisores seria par: da mesma ma- 
neira quando o numero de divisoros é par, o numero não é qua- 
drado perfeito, porque se o fosse, o numero de divisores seria 


impar. 


9 


Composição do maior divisor commum. 


47h. THEOREMA. O maior divisor commum de muitos nume- 
ros é igual ao producto dos factores, que são communs a esses 
mumeros, affectados cada um do menor expoente. 

Para que um numero seja divisivel por outro é necessario e 
gufficiente que este não contenha outros factores senão aquelles 
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que se achão no dividendo, e effectados cada um de um ex- 
poente, quando muito, igual (nº 169) 3 por conseguinte um nu-g; 
mero que fôr formado de factores comt..uns aos numeros dados 
c aífectados cada um do menor expoente, será um divisor 
commum desses numeros; é claro que obteremos o maior di- 
visor commum dos numeros dados, fazendo o producto de 
todos os factores communs aos numeros dados e affectados 
cada um do menor expoente, k 
Por exemplo o maior divisor commum dos numeros: 


19404 == 22, 32, 72.11 
10164 — 22,3. 7.041? 
8316 = 2, 35. 7. 41 
6468=2?. 3. 72.11 


A 


22X3 X7 X11= 924, 


Obtem-se pois o maior divisor commum de muitos numeros, 
decompondo-os em seos factores primos, e empregando o 
theorema precedente. 

175. Observação. Conhecendo o maior divisor commum, será 
facil obter todos os divisores communs dos numeros dados, 
pois são os divisores do maior divisor commum ; assim no 
exemplo precedente os divisores communs aos numeros dados 
são os divisores de 924, cujo numero é 24, 


Composição do menor multiplo commum. 


166, THEOREMA, O menor multiplo commum de muitos nume- 
ros é igual ao producto dos factores differentes, que se achão nos 
numeros dados, affectados cada um do maior expoente. 

O menor multiplo commum de muitos numeros é um nume- 
ro que deve ser dividido por elles; porém sabemos que, para 
que um numero seja divisivel por outro é necessario que con- 
tenha todos os factores d'este outro, alfectados cada um de um 
expoente ao menos igual (nº 169); logo, para que um numero 
seja o menor multiplo de muitos outros é necessario que con- 
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tenha todos os factores diflerentes, que se achão n'esses nu- 
“meros, affectados cada ‘fm do maior expoente, 

Assim, o menor multiplo dos numeros precedentes é 
92, 33. 72, 11º, 0 que faz 640332. 

Decompondo os numeros em scos factores primos, e empre- 
gando o theorema precedente obtem-se mais facilmente o menor, * 
multiplo commum, cuja applicção é frequente em Arithmetica. 

Observação. Os multiplos de 640332 são os multiplos dos 
numeros dados. 


“20 
i "a ad Dia “ o ig 
yip já i i COA FrUDLIN 


é St 4 
EXERCICIOS. 
do 
questões nesgo DO MARANHÃ 
I. Demonstrar que, dividindo as potencias a, a?, aè... a” de 
um numero qualquer a, n sendo primo conta, um-dos restos do 
menos é igual á unidade. 


Solução. Sendo n primo com a é tambem primo com uma 
potencia qualquer a” de a, de maneira que: 


a? =aq+r. 


Ora ha n potencias differentes, logo ha n restos; se estes são 
todos differentes, um d'elles é igual à unidade; supponhamos 
porém que dous d'esses restos sejão iguaes e que: 


- ar=n. q +r 


e ate=nq+r; 
diminuindo a primeira da segunda igualdade temos : 
ar(a*—-D)=n(g—q); 
n sendo primo com «, é preciso que (a? —1) seja divisivel por 
n, isto É: 
at — 14 =n. Q 
ou a cai N. Q + 1 ; 


assim, quando mesmo dous restos sejão iguaes, uma das poten- 
cias pelo menos dá lugar a um resto igual á unidade, 
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lI. De quantas maneiras um numero inteiro N pode ser 
decomposto em dous factores inteiros Ñ a 
Solução. Suppondo N =a*, bl. cY, o numero n de divisores 

de N é 
(ra) x (+86) x (1+7); 


se N não é quadrado perfeito, a cada divisor p maior que 
“VN corresponde outro q menor que VN, logo 


a[Uraxtrpxt+0) 


é o numero pedido ; se N é quad>ado perfeito será facil ver-se 
que 


a [(U+a) x (1+ 8) x a1] 


é o numero-pedido (nº 173). 


QUESTÕES NÃO RESOLVIDAS, 


HI, Sea eb são primos entre si; a. b será primo com a+b. 

IV. Todo numero primo é igual a um multiplo de 3 mais ou 
menos uma unidade. 

V. Todo numero primo é igual a um multiplo de 4 mais ou 
menos uma unidade. 

VI. Todo numero primo é igual a um multiplo de 6 mais ou 
menos uma unidade. » 

VII. De quantas maneiras um numero pode ser decomposto. 
em dous factores primos entre si? 

VIII. O quadrado de um numero primo diminuido de uma 
unidade é divisivel por 2h. i 

IX, Como se determinão todos os divisores communs a muitos 
numeros dados ? 

X. O producto den numeros inteiros consecutivos é sempre 
divisivel pelo producto dos n primeiros numeros. 

. “ 
$ 


+ 
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Fheoria das fracções ordinarias. — Theoria 


dos numeros decimaes. 


9 


—— O —— 


CAPITULO PRIMEIRO. 


PROPRIEDADES DAS FRACÇÕES. 


Definicões. 


477. A origem das fracções é a medida das grandezas con- 


tinuas. 
Supponhamos que se quer conhecer o valor da linha A B; 


A a K B 
[——|[———+—— — +—— +——— HH 
HHHH 
C D 


toma-se uma unidade homogenea CD e applicando esta unidade 
sobre AB, acha-se que AB é igual a cinco vezes CD mais um 
resto KB, menor que CD: não se pode ter a medida exacta de 
AB por meio de CD sem avaliar-se, 0 resto KB; para 0 que di- 
vide-se CD em muitas partes iguaes, em sete por E c 
examina-se quantas dessas partes contem o resto KB; 


“ exemplo acima KB contem cinco partes de CD, ou nos 
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partes da unidade, dividida em sete artes iguaes, e então diz- 
se ques AB vale cinco unidades ma)! cinco vezes a septimá 
parte da unidade, o que se escreve : ? 


e lê-se : cinco mais cinco septimos. 
5 : R ! z 
O numero 5 + q é dito fraccionario ; é aquelle que é com- 
posto de unidades inteiras e de partes da unidade. A parte 


E 
9 : ha 
7 do numero acima chama-se fracção ou quebrado, 


Uma fracção é pois a reunião de muitas partes da unidade, 
dividida em partes iguaes. 

Toda fracção se compõe de dous numeros, Denon ao e 
numerador; o primeiro indica em quantas partes a unidade 
foi divida, e o segundo quantas dessas partes se tomárão. o 
numerador e denominador chamão-se tambem termos da 
fracção. a. 

Escreve-se uma fracção, escrevendo o numerador e denomi- 
nador, e separando-os por um risco horizontal, 

Lê-se uma fracção, enunciando o seo numerador depois o 
sco denominador, seguido da terminação avos. Lê-se a fracção 


3 


122º 


Ha porém uma excepção à regra que acabâmos de dar; 
quando o denominador é um dos dez primeiros numeros, diz- 
se: meios, terços, quartos, quintos, .sextos, septimos, a 


: 
nonos, decimos; assim leem-se as seguintes fracçães — 


trez cento e vintee dous avos. 


7 
dous terços, seis septimos, etc. 


z Principios, 
She P 
$ FA r $ À E sa 
178. Principio I. Uma fracção é igual «o quociente da divi- 
são de seo numerador pelo seo denominador. 
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e 14 E s el oy 
Assim 5 representa I pr da divisão de 14 por 5, ou 


9 a s à 
o quinto de 4}; com eft! to, o quinto de 14 contem o quinto 
de cada uma das unidades, que compõem o numero 14 sisto é 


44 vezes o quinto de uma unidade ou 14 quintos de uma uni- 


a AA y 
dade; isto é, E 


479. Observação. Este theorema permitte exprimiro quo- 
ciente da divisão de dous numeros, que não são divisiveis exac- 
tamente um pelo outro; assim digo que, o quociente da divisão 


p 
de 47 por 7 é 6 -+ F 5 sendo, o resto d'essa divisão. 


Com effeito, 47 sendo igual a 42 4-5, será facil ver-se que : 
5 5 ha 


6 F = é pois o quociente da divisão de 47 por 7, por isso que 
à exprime o quociente da divisão de 5 por 7. 

Y Assim, o quociente da divisão de dous numeros, não divisiveis 
um pelo outro, se compõe de uma parte inteira, e de uma frac- 
ção que tem por denominador o divisor, e por numerador o resto 
da divisão. 


REDUCÇÃO DE UM NUMERO FRACCIONARIO A FORMA 
DE FRACÇÃO. — EXTRACÇÃO DOS INTEIROS CONTIDOS EM UMA 
EXPRESSAO FRACCIONARIA, 


480, A questão que se vai tratar não é mais do que uma 
applicação do paragrapho precedente. 
I Supponhamos que se quer reduzir á forma de fracção o nu- 


x ! 5 
mero fraccionario 6 + T Pi 


— Pelo que se disse (nº 479), o numero proposto. representa o 
> 9 


pa 
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quociente da divisão de um numero desconhecido D por 7, 
assim : W s O 


D T is 
multiplicando'por 7 a igualdade (1), obtem-se 


RR DR 


=6x7 4228 (nºh7)=6X7+5 (nº52— corl.), 
por conseguinte : 
- e 
D 6x145 
TÍ Sadi 7 4 
Jogo :. 
Sa GCI PS 
IS PE 


Regra. Para reduzir um inteiro e uma fracção a uma expres- 
são fraccionaria, multiplica-se o inteiro pelo denominador da 
fracção, ajunta-se ao producto o numerador, e dá-se à somma 
por denominador o denominador da fracção. 

Pode-se chegar a esta mesma regra pelas Ia S se- 
guintes : 


Uma unidade valendo sete septimos (5): 6 unidades valem 


7 
6 x 7 septimos e mais 5 septiņos fazem 6x 7+3 septimôs, 
u sx ia, 0.q. en. d. 


I. Como uma fracção em geral exprime o quociente da di- 


visão de seo numerador pelo seo denominador, extrahem-se 
` osinteiros contidosem, uma fracção, dividindo o numerador pelo 
denominador ; O quociente exprime a parte inteira, e a expres- 
são dada se compõe d'essa parte inteira e de uma fracção que | 


tem por denominador 0, denominador da expressão, e nm E 


numerador,o resto da divisão do numerador pelo deno 


dor; assim : = =13+. 


-N 
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Pode-se chegar ao TE fim pelo raciocinio seguinte : uma 
o “i 7 
! 


` y 9 9 4 
unidade valendo nove rnos (5) , tantas Vezes serão contidos 


em -T> ou-melhor ainda tantas vezes 9 será contido em 122, 
quantas unidades inteiras conterá = ; logo dividindo 122 por 


9, o quociente 13 representa os inteiros contidos na expressão 
dada. > v ) 

Observação. Quando o numerador de uma fracção é menor 
que seo denominador, a fracção representa uma quantidade 
menor que a unidade; é um:Sfracção propriamente dita. Quando 


o numeradoréigualao denominador, a fracção é igual áunidade. . 


Quando o numerador é maior, a fracção representa uma 
quantidade maior que a unidade, e chama-se numero fraccio- 
- nario: geralmente dá-se o nome de fracção a toda expressão 


m . . 
da forma — , me n, sendo dous numeros inteiros quaesquer. 


181. Prixcirio TI. Todo numero inteiro é igual a uma frac- 


ção que tem por denominador a unidade, assim 15 — : 


182. PRINCIPIO II. Logo que duas fracções teem mesmo de- 
nominador e numeradores differentes, a que tem maior nume- 
rador, éa maior. . » 


1 
37°? 
comtem um numero maior de partes da unidade de mesma 
grandeza que as partes da segunda, 
483. PrixcirIO IV. De duas fracções que teem mesmo nume- 
rador e denominadores differentes, a maior é a que tem menor 
denominador. ; 


: za 19 : f 
A fracção 37 é maior que a fracção ei porque a primeira 


E 
Com efeito, Ts é maior que Si porque na primeira as 
„partes, em que se acha dividida a unidade, sendo maiores que 
as partes da unidade na segunda, 37 partes da primeira serão 
maiores que 37 da segunda, logo a primeira fracção é maior 
que a segunda, j 
9. l 


-N 
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Vêr-se-ha mais adiante o meio parè descobrir qual a maior 
o 


* de duas fracções dadas, tendo termos | ifferentes. 


Theoremas relativos às fracções, - 
a) 


184. THEOREMA I. Logo que se multiplica ou divide o nume- 
rador de uma fracção por um numero, a fracção torna-se esse 
mesmo numero de vêzes maior ou menor. 


I. G i multiplicando por exemplo 0 numerador da frac- 


cão Ž por 6, a fracção torna-se 6 vezes maior; porque a frac- 


Fo 30 
ção aaa 5> contem um numero seis vezes maior: de 


partes da unidade de mesma grandeza que as partes da uni- ` 


dade na segunda. 
II. Dividindo- se o numerador da fracção E q Dor 5,a fracção 


h - 1e 
resultante — 11 será cinco vezes menor; com effeito, multipli- 


cando o numerador de jr 7 Por 5, obtem-se a fracção proposta 
20 

Aa 
cinco vezes maior que ud reciprocamente, i écinco vezes 


que em virtude 4 pomena parte da demonstração é 


menor que a 
que ir- 

485. Tneonexa I. Logo que se multiplica ou divide ordeno- 
minador de uma fracção por um numero, a fracção torna-se 
“essemesmo numero de vezes menor ou maior. 


+. 


0. é Ro - ki 
I. Assim, multiplicando-se o denominador da fracção — por 


UR EO Es. 
Os a fraccão zg Sera cineca As menor a a primeira ; com 
35 “ 


3 
cffeito, a fracção 55 assim como à fracção = T comtem o mes- 
, 


t i 
mo numero de partes da unidade; porém na primeira as partes 
í “ 
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3 P- 
, z7 É por conseguinte 
i 35 Fy , 


: r 
> da unidade sendo incólvenes menores 
cinco vezes menor que q: 
II. Dividindo-se o denominador da fracção k3 por 5, a fracção 
Sie sig | 3 < a ; 
Š será cinco vezes maior que; ; com effeito, multiplicando-se' 
É is 3 k ; 
- o denominador de T por 5, a fracção resultante 5 em virtu- 
“de da primeira parte da demonstracção é cinco vezes menor 
3 A y 3 - ; 
que ~; logo, reciprocamentp, — é cinco vezes maior que E 
h i Vh w ST 
o kag 
186. Tneorema II. Logo que se multiplica ou divideos dous 
termos de uma fracção por um mesmo numero, a fracção não 
a br 
muda de valor. 


I. Com effeito, a fracção i é 7 vezes maior que a fracção 
5 DDT) ts 
=; mas a fracção >; é ti i 
Rs rss acção q, é tambem 7 vezes maior que 
Rd PR PEE ia 
NATAN T 11x 7 0. q.emn di 
I Seja a fracção há , dividindo os dous termos por 3 Es 
15 15 


. 6 

será igual a 15 

Com effeito, multiplicando-se os dous termos da fracção a por 

z RE HTA 2 ; Ro ves a 
3, fracção 15 é igual a 5 em virtude da primeira parte da 
demonstração ; logo, reciprocamente, Ž =. Es 
a A i lad 2 

487. THEOREMA IV. Logo que se ajunta dos dous termos de 
uma fracção propriamente dita uma mesma quantidade, a 
fracção augmenta no valor; e se a quantidade que se ajunta 


cresce indefinidamente, a fracção augmenta successivamente 
no valor, e tem por limite a unidade. 
s aF 


y 


r MPU pr ; 
187. Seja g uma fracção propriamente dita, tal que a < b; 


ie É 


TEIA 
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ajuntado-se a aos dous termos de $ umi „mesma quantidade m, o 


hos ds será maior que $ ; com effeito, facil ver-se que : 


a b—a aim b—a 
= 1— r =5—— ju 
b+-m bm?’ 


“ 
” a fracção E “é maior que “a (nº 183), logo 2 é menor 
É EST b. 
am 
que bm vi ' 
j E, Qualquer que fôr o valor dem, a fracção a T terá sem- 


bm 


pre por numerador b — a; logo o numerador é uma quanti- 
“dade constante: já não acontece assim com o M Ae 


o b +m, que cresce com a quantidade m; logo a fracção É 
“MR 


Ro . l 
tem por limite zero : porém logo que a differença > 


b-n 
Ey am e a . 
duas quantidade 4, Em tem por limite zero, essas quanti- 


dades são iguaes no limite; logo : 


A . atm 
l lim. Em 


m A 

188. Tueorema V, Se aos dous termos de um numero frac- 
cionario se ajunta uma mesma quantidade, o valor do numero 
fraccionario diminue; e se a quantidade, que se ajunta, cresce 
indefinidamente, o valor do numero fraccionario diminue suc- 


cessivamente, e tem por limite a unidade. 5? 


A demonstração d'este theorema é identica á do precedente, 


e deixamol-a ao!leitor. 
d 
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Eim +m?’ 
cujo numerador é constante, e cujo denominador pode tornar- 
se maior que toda grandeza dada, pode tornar-se menor 
que qualquer quantidade dada, e concebe-se que se m toma um 
valor muito grande, a fracção toma outro muito pequeno e 
— (l 


=4. 0. q. e. n. d. 


; 


i 
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! 
“ NOÇÕES SOBRE OS LIMITES. - é 
“ice 4 
180. Julgamos util dar aqui algumas idéas sobre o que se. 
chama quantidade variavel, e limite dos valores de uma va- 


riavel. 
“Me A quantidade é dita variavel, eo que pode: receber * A 
ferentes valores, e constante, logo que conserva o mesmo valoi 
durante o curso de um calculo. o 
A natureza da questão indiza quaes são as quantidades RA a 
riaveis, € as constantes ; no theorema, que ainda ha pouco se. 
“demonstrou, m é uma quantidade variavel, aeb são cons- 


tantes. é , 
~ Quando os valores de uma aiantidade variavel se approxi- 


Y mão de outra fixa e determinada, de maneira que diffirão 


d'esta ultima de uma quantidade tão pequena quanto se queira, 
esta quantidade fixa é o limite dos valores da variavel; é assim 
= que no theorema precedente, logo que m toma valores que 


m 
cresce successiva- 


a 
b+m 
mente e approxima-se de uma quantidade fixa a unidade, da 
d qual pode differir de tão pouco quanto se queira : a unidade é 


crescem indefinidamente , à fracção 


SRU m ç 
pois o limite da expressão TE logo que m cresce indefi- 


pidamente. hos 


Simplificação das fracções. ; 


” 


490. Simplificar uma fracção é buscar outra fracção que 
tenha mesmo valor que a primeira, porém que seja represen- 
tada por numeros mais simples. _ 

O theorema III (nº 486) permitte operar esta simplificação. 


A Seja a fracção s, que se quer reduzir a outra que tenha 


GEE a 


E DE 
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nais simples ; dividindo po! 8,9,11e 1105 dous! terz 
acção dada, tem-se : A 


26136 3267 _ DUDE s 28 
“o h560 Sun = E E q El 

i K vê-se a ai E da simplificação das fra 
passou-se deuma fracção 20136 aa, de cujo gon, Rs po 
ri te T ida K T ontras muito simpl que permitte jul- Ey 


PRA or a 
Uii hn í 


je 


O valor da fracção dada, Phi ora não sabemos se + éa 4 


fracção d de Termas mais simples, que possa exprimir o v 


rd 
' fracoãó dada; não se Ed a simplificação ;' o os 
) À o 
dous termos da fracção: = 2 sendo primos entre si, não admit- 
f tem divisor algum commum : vamos agora explicar é té onde a 


— operação deve ser levada, e os meios mais rapidos para 
— chegar-se a esse fim. 


Dai aii 
Js 
“4 


Reducção de fracções à expressão mais di df 
que é poserer: 


191, A ficção, cujo valor não pode : ser expresso por fi a 
“cão sigua, que-tenha termos mais impies; pe g ir re. 
duzivel. pis 

192, „LEMMA, Toda a fracção, cujos termos são o pri- 
“mos entre si, não pode ser igual à outra, sem que os bag 


— desta seino equimultiplos dos d'aquella. a 
pr Sea > uma fracção tal que, a e b são pingos entre si, E 
y trata que: , AGATE 3 3 
l Fep . 
É HTE Da att) 
v, 
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== 


numero : B E 
A igualdade (1) dá : 7 PET 


aserá um multiplo de a, je um multiplo de b pelo mesmo | 
i 


CAPD: 
“ug do . axb ES ET Me (2) 


Y — J f a ASY 
à O a AMO ne). 
} 'ANHÃS 


axb 
a“ sendo um numero inteiro, é necesario que Za tambem o 


y 
seja; para o que é preciso que a x b' seja divisivel por b; 
porém b sendo primo com a Bor hypothese , déve dividir o 
F outro factor b'; logo : 


b' =b x m; (3) 
x rp 
escrevendo em (2) m x b em lugar de b', tem-se : 
4 | pr raxbxm x à 
f Gap gem 
4 
A 
Jogo 
| qo axm 
ba ; o q. en. d. 
| ð bxm f 
193. Tutorexa I. Toda a fracção, cujos termos são numeros 
primos entre si, é irreduzivel. 
Com efeito, se a fracção não fosse irreduzivel, seo valor po- 
] -deria ser representado por outra de termos mais simples ; 
t porém pelo lemma precedente os termos de toda fracção, 


igual á fracção proposta, são maiores que os termos d'esta ; 
= Jogo, não existe outra fracção que tenha termos mais simples; 
Jogo, a fracção é irreduzivel. 
494. THEOREMA l, Reciprocamente, os termos de uma frac- 
ção irreduzivel são sempre primos entre si. 
Com effeito, se o não fossem, admittirião um divisor com- 
mum, € a fracção não seria irreduzivel. 
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i 

195. THEOREMA II. Duas fraco z irreduziveis iguaes teem o 
seos numeradores iguaes; assim cono seos denominadores. i 

Pori isso que uma d'ellas é irreduzivel, a outra não lhe pode » 
ser igual, se seos termos não são equimultiplos dos dous da 
primeira ; porém a segunda tambem é irreduzivel, logo éne- + 
cessario que seos termos sejão respectivamente iguaes aos da 
primeira. é 


= Dostheoremas precedentes resultão os seguintes corollarios : i 


$ 


» 196. COROLLARIO I.* Para reduzir uma fracção á sua ex- 


= pressãomais simples, basta dividir seos termos pelo seo maior 


divisor commum. 


Com elfeito, dividindo-se os dous lero da fracção. pelo seo 
maior divisor commum, os quocientes são primos entre si, y 
logo a fracção resultante é irreduzivel. ) 

197. COROLLARIO I. Para formar-se todas as fracções equi- 
valentes a uma fracção irreduzivel dada, bastará multiplicar 7 

$ S05 termos pela serie natural dos numeros. 
= Obser vação. Quando se trata de simplificar uma fracção n i 
pratica, não se procura logo o maior divisor commum dos . 
dous termos da fracção, operação que é ordinariamente longa; 
procede-se pelos caractères de divisibilidade, que se conhece, e 
quando se tem chegado a uma fracção, de cujos termos não se 
conhece mais divisor algum, então busca-se o maior divisor 
commum, € procede-se da maneira que se indicou. 
; 3171168 
7927920" 
os dous termos por 8, 2, 9,41, e depois por 11, temos a se- 
guinte serie de fraccões equivalentes : . + 


i 


T 


Proponhamo-nos a simplificar a fracção 2—9 . Dividindo 


5171168 396396 198198 _ 22022 2002 482 


7927920 990990 495495 — 55055 5005155 


não conhecendo à primeira vista divisor algum dos dous ter- 


mos da alma fracção ES procuremos o maior divisor com- 
mum d'esses dous numeros, que achamos ser 91; dividindo 


os dous termos d'essa fracção por 91, temos : 
$ 
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as 
9 455 F 5 


assim : 
3171168 2 
79279207 5 


198. THEOREMA IV, Muitas fracções sendo iguaes entre si, « 
somma de seos numeradores dividida pela somma de seos de- 
mominadores é uma fracção igual a cada uma das fracções 


- Sejão = TI Sa as fracções dadas, trata-se de demons- 


arata apa Da 
b-rb4-b 0E TO: 


2 pe S . è 
Representando > a fracção irreduzivel igual a cada uma das 


fracções dadas, temos; 


a MXP q mxp q mp, 
Do mxq' DO mxq' D om” z (mn 192), 
d'onde 
i 4&4 =m Xp b =m xq 
a =m xp e b' =m 4 
a! =m' xp b" =m" xq; 


fazendo a somma dessas igualdades membro a membro : 


a+ a +a" = (m-Hm +m"). p, 
e b+-b+-b"'= (mm -Hm"). q 


e dividindo membro a membro as duas ultimas, temos: 


aaa” (mm m") x m 


TFU O (mm Em) xq ; 


paa 
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EM 
as 
aa 


“ 
ja 
ks» 


de gr * 


= a reducção ao mesmo denominador permitte não somente 
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supprimindo o factor commum n -m -+ m"; logo : 
g 
t tra” a 
TE pi pote oq. en. d. 


Redueção de fracções ao mesmo denominador e ao 
menor denominador commum. 


4 


199, Reduzir duas ou mais fracções ao mesmo denominador 

é transformal-as em outras 6a uivalentes, que tenhão o mesmo 
denominador, E.) 
Sendo dadas muitas fr acções, cujos termos fossem differentes, n 
“não se poderia dispol-às porordem de grandeza sem reduzil-as 
todas a terem o mesmo numerador ou o mesmo denominador ; 


“collocar as fracções por ordem de grandeza, como ainda de- 
terminar de quanto uma excede à outra, O que não acontece 
com a rêducção ao mesmo numerador, 


Para tratar a questão de uma maneira geral, sejão 4 + E A 
m 


mr? » differentes fraccões que Se quer reduzir ao mesmo de- | 


nominador D ; representando x, xº';a”, a” os numeradores das 
fracções equivalentes, tem-se : 


Vonde : i 
XDE sv ERD om SADa m ixD, | 
T= STS q Ý? TIDO) EES má 


os differentes numeradores xX, X, Œ", x" são numeros inteiros; 
logo é necessario que a x D seja divisivel por b, que c x D 
seja divisivel pord, etc; porém, como Suppoem-se as fracções 
irreduziveis, b é primo com a, logo é necessario que divida 


e] 
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D;d sendo primo com c é 7, TER. que divida D, ctc; vê-se 
po> ahi que D deve ser un, nultiplo de todos os denomina- 
dores das fracções dadas. “ 

Como a simplicidade no calculo das fracções é cousa de 
muita importancia, não se toma por denominador commum 
um multiplo qualquer dos denominadores das fracções dadas, 
porém o menor multiplo d'esses denominadores, 

Para achar os numeradores, observando as ultimas igual- 
dades, divide-se o denominador commum pelo denominador 
da fracção em questão, e multiplica-se o quociente pelo nume- 
rador. i ; 
~ Proponhamo-nos a reduzir áð mesmo denominador as se- 


+ ha . k 
es fracções : po 
guint PR 


o menor multiplo dos denominadores sendo 180, o denomina- 
dor commum será 180; dividindo 480 por cada um dos deno- 
minadores das fracções e multiplicando os quocientes pelos 
pumeradores respectivos, formamos as seguintes fracções: 

1 : 


30. 40% 90. 1200 SORE 1985 
180º 180° 180” 180” 180° 180? 180 ? 150? 150° 


equivalentes ás primeiras e tendo o mesmo denominador. 
Sejão ainda as seguintes fracções : 


a 


o menor multiplo de todos os lenominadores sendo 18900, 
o denominador commum dasnovas fracções é 18900; dividindo 
48900 por cada um dos denominadores e multiplicando os quo- 
cientes pelos numeradores correspondentes, obtem-se as se- 
guintes fracções, equivalentes ás primeras: : 


“4 
4 


ge 
PO asilo. SR 
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3600 2268 4320 aNg 5250 4620 ' 
18900 ? 148900 > 18900 > 189,0 * 18900 * 18900 ° 


3675 1365 2660 
18900 * 48900? 418900 * 


Logo que os denominadores das fracções dadas são numeros 


jo primos entre si, o menor multiplo d'esses numeros é o pro- 
l - ducto de todos os denominadores ; por conseguinte o denomi- | 
di dor commum das fracções equivalentes ás fracções dadas será 


tm * O producto dos denominadores d'estas fracções; para obter os 
= numeradorês vio-se em geraNque era necessario dividir o de- | 
-Dominador commum pelo denominador de cada fracção, e mul- 

» Es tiplicar o quociente pelo numerador da fracção que se consi- 
; dera; logo para obter os numeradores multiplicar-se-ha o nu- 
merador de cada fracção pelo producto dos denominadores de 
todas as outras, t 


Reduzamos ao mesmo denominador as seguintes fraceões: 


1 2 3 h 5 
TR RR é 
io 


cujos denominadores são primos entre si; o denominador * 
commum seri?x 3x 5x 7x 14, e as fracções equivalentes 
às fracções dadas serão : 


st « E 
` 


RE 
3X5X7xX1  2x2x5X7XM 2X3x3xX7x4 
A 2X3x5x7x11º 2X3X5xX7X11º 2X3X5 XT? 


5t 


d., 
2X3 Xx5XxX4Xxİ Ix3x6X7x5 
A 2X3 X5X7X11? 2X3 XOX 1511" 


"oque dá, efectuando os calculos : 


>] 
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Applicação f theoria precedente, 
Conversão de um numero inteiro ou de uma fracção em 
outra fraccão que tenha por denominador 
um numero dado. 


199. THEOREMA I. Todo numero inteiro pode ser transfor- 
. mado em uma fracção, que tenha por denominador um numero 
dado. 
Sr “Seja n um numero inteiro qr! se quer transformar em uma 
fracção que tenha por denominador m. Sabe-se que: 


A 
e di” 


N, x 
multiplicando os dous termos da fracção 7 POr m, o que não 
muda ô valor da fracção, temos : A 


nXm, 


ne ; 
m 


logo, para transformar um numero inteiro em uma fracção de 
denominador dado, basta multiplicar o numero inteiro pelo de- 
nominador dado, e tomar esse producto por numerador., 

Assim é por exemplo que : 


900. THEOREMA IL. Toda fracção dada pode ser transformada 
em outra que tenha por denominador um numero dado. 


quit, Uh 
Trata-se de converter a fracção y em outra que tenha por 
+ “ 
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denominador o numero m. Chamando n o numerador da nova 


fracção, é claro que se pode pôr: ti 


ms 
m b?’ 
gonde 
axm, 
=> bai 


logo, para achar-se o numerador da fracção equivalente basta 
dividir o denominador dado, pelo denominador da fracção dada, 
e multiplicar o quociente pelo pumerador. fesa 

É justamente a regra achada para a reducção de fracções 
ao mesmo denominador. 

Para que esta transformação seja possivel, é necessario que o 
denominador dado seja divisivel pelo denominador da fracção 
dada ; suppõe-se sempre que a fracção dada é ifreduzivel, 


Applicando á fracção a regra precedente, o denominador 


dado sendo 40, acha-se : è 


3% 
5 8 404 


Quando a condição supra não é preenchida; isto é, quando o 
novo denominador não é divisivel pelo denominador da frac- 
cão dada, a transformação não é possivel; n'este caso conver- 

E hi x à a ) 
ter uma fracção g em outra = é determinar o maior multi- 


plo de te contido na fracção Es 
m b 


3 a A 
Converter 7 em uma fracção que tenha por denominador 


g - 1 A = 
135, é buscar o maior multiplo de 135 contido na fracção + : 
De 
mo "3 
435 02017 


DD. 
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tira-se f Q ÉS 
a j 220, 
EBILES 6 OO 
T= = 57 -H >; “3 
7 7 B C 
% 4 
57 é pois o maior numero de au contido em. ; a f acção, 
135 7» a fracção, 


ss 7 
que, o erro que se commette tomando À 73; Por valor de 5 é 


1 3 , 57$ 
ue — ralor» ão > 6 "Ez 
menor que 737 + . O valor na da fineto 7 é 135e 


3 
U o valor da fracção 7 í jgz proximo ; isto quer ETA 


R 


EXERCICIOS. 
4 


. QUESTÕES RESOLVIDAS. 


I. Duas fracções irreduziveis não podem ter por somma um 
numero inteiro senão tiverem o mesmo denominador. 


Solução. Sendo $S a somma das duas fracções irreduziveis 


cs. ARA 
zo ; temos 


~ 


d'onde se deduz 


b. d. S=a.d+-b.c; 


b, divide b. d. S, e b. c, logo deve dividir a. d, e como é primo ` 
com a, deve dividir d; do mesmo modo veriamos que d deve 
dividir b, logo b= d. 

10 
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À 
4 E fa 
QUESTÕES NAO Ma 


II. Demonstrar que a somma dos numeradores de muitas 
fracções desiguaes dividida pela somma de seos denominadores 
é uma fracção comprehendida entre a menor eamaior das frac- 
ções dadas. 

II. Reduzir à expressão mais simples que é possivel as se- 
guintes fracções : 


y & o É 
105 15h . 936 4232 4848 21879 a 
940º 462° 3744?’ 6160” 11088” 153153 ` è 


IV. Reduzir as fracções resultantes (prob). precedente) S4 
Eca denominador 840. 
. Reduzir ao menor denominador commum as segninips 
ER. 


5 7 13 19 17 


h752º 39204" 1054092” 5808” 2371842 ` 

BIBLIOTHECA PUBLICA 
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i 
CAPITULO II. 


OPERAÇÕES SOBRE AS FRACÇÕES ORDINARIAS. 


8 


Addição. 


201. A addição em geral, é uma operação, que tem por fim 
buscar uma quantidade, quê contenha todas as unidades e 
artes da unidade, que compõem muitos numeros dados. Essa 
quantidade é o que se chama somma, 
Esta definição é não mais do que uma generalisação da 
definição dada, quando se tratou dos numeros inteiros. - 


ADDIÇÃO DE DUAS OU MAIS FRACÇÕES, 


. Rê 


Supponhamos que as fracções dadas tenhão o-mesmo deno- 
minador, por exemplo : 


oi 8 
o tg ttg 

A unidade se acha divididaem nove partes ; a primeira frac- 
ção contem 4 d'essas partes, a segunda 3, a terceira 7 e a ulti- 
ma 8; por conseguinte a somma conterá 4 -+ 3 -+-7 +8 d'essas 
partes ; isto é e 


= aa 

os , 
3-7 

AHS ETES n2. 


9 o 
extrabindo da ultima os inteiros, temos emfim ; 


4 


SS TEM 
g tg tgtj=2 +5. 


10, 
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Proponhamo-nos a addicionar as Ea: fracções : 
o 


1 Ns 
31 tis 


Reduzindo-as ao mesmo denominador, as fracções equiva- 
lentes são : 


60 35 468 a 4.350 
1260 1260 E 1260 | 1260 | 19260 


cuja somma é iguala; G 
60 -35-168 -+ 540 -+ 350 a 411453 
1260 1260 


da qual não se pode extrahir inteiros. 

Regra. Addicionão-semuitas fracções, reduzindo-as ao mes- 
mo denominador, ajuntando os numeradores das fracções equi- 
valentes, e dando a esta somma por denominador o denominador 
commum, x % 

x. 


é. 
s 


ADDIÇÃO DE NUMEROS FRACCIONARIOS, 


Seja proposto, por exemplo, addicionar os numeros : 


6 


11+ 


Sim 


2 5 
ds, AAA aa 


A somma das fracções: 
250808 1.50 
SERA O 27 
ou das equivalentes, reduzidas ao mesmo denominador : 


+ 


426 435 84 182 
189 + 189 É 189 E 189 


TETE TE 
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| é: f 
7 o 52% E ap 9 449 
189 189 i 
— a somma dos inteiros é 2HMA3A1T=A6 ; por conse- 
a guinte, a somma das quantidades dadas será : 
149 149 
h6-+2- 789 189 ou 48-+- -— 89 * 


Recra: Para addicionar muitos numeros fraccionarios, ad- 
dicionão-se as fracções, de cu% somma se extrahem os inteir 08, 
que se aj juntão ú somma dos inteiros, per tencentes aos numeros 
fraccionar ios. A 


Subtracção, 


202. Asubtracção é uma operação, que tem por fim diminuir 
uma quantidade dada de todas asunidades e partes da uni- 
dade que compõem outra quantidade dada, 

O resultado da operação, e as duas quantidades dadas são 
denominadas da mesma maneira como nos numeros inteiros. 


e ~ 


SUBTRACÇAO DE DUAS FRACÇÕES. 


Seja proposto ọ seguinte exemplo : 


6 


7 


& 


les 


A primeira fracção contem 6 partes da unidade, a segunda 3 
de mesma grandeza; por conseguinte, a diferença conterá 6 —3 
dessas partes; isto é + 


6—3 


7 


ou à 
7 
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hag do. A 
Ler a 
da Ná 
á g » . r = id 
+ 


450 o TRATADO W ms 
| Seas E ca tivessem omes i (denominador, por oxe 
plo s — si , reduzir-se-hia em pri biro lugar ao mesmo de 


nominador e proceder-se-hia como precedentemente. Assim ke 
será facil ver-se que : E 
sie 
29 46 87 80 7 


35 21105 105 105 i 
Recra. Para subtrahir duas fracções uma da outra, reduza 
se as fracções ao m denominador, subtrahe-se o menor 


numerador do maior, e dá-se ú Cifferença por denominador o- 
denominator à ai É $ + 28 


ES 
hd a 


A FRACÇÃO DE UM Tea, 3 


Pode-se cede ao Remo, fim Por ade -meios differe ntes 


IL Em Inga subtrair 2 de 7, Es tomar uma uni- | 


q e 
dade de 7, subtrahit d'ella a fracção 2 =, Cajuntar a differença — 
a6; assim | 


O exemplo precedente ir indica perfeitamente a regra, que se 
deverá seguir n'este caso particular da subtraccção das fra ções, 


F. 


ITS 
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o 


SUBTRACÇÃO DE a NUMEROS FRACCIONARIOS. 


Ha tambem dous meios de fazer-se esta operação ; seja pro- 
$ 2 ? 3 
postó subtrahir 17 -+ z de 28 + 7 


I. Sea fracção minuendo é maior que afracção subtrahendo, 
fazendo a diferença, e ajuntando-lhe a diferença dos dous 
numeros inteiros, tem-se o numero pedido. Ora: - 


a É, 


logo s 
3) BR: 1 
(28 +) — (1+)=u+3 


Se a fracção minuendo é menor que a outra, toma-se ao in- 
teiro que lhe pertence uma unidade, que se ajunta å dita frac- 
ção, e opera-se como acabámos de fazer. 

Jl. Obtem-se o mesmo resultado, reduzindo os numeros frac- 
cionarios å forma de fracção, e operando como no caso de duas 


fracções. 
procedendo assim, temos : 


199 87 4005' 609 
(285) — — (1145) =qao as 35 
— 396 e 

= 55: = 


f 
será facil concluir-se aregra d'este caso endcolar da sub- 
tracção. 


Casos particulares : 


A S AR 
T A SE O 


ET 
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nda , Multiplicação. — 


203. A definição, que s Aai sta operação, quant 
meros inteiros, só tem luga quando, DEF, 
uma quantidade qual uer, o multiplicador é 
porém se o multiplica or é uma fracção, esta de 
tem mais sentido Igum, e então diz-se : ; 
agia umaq ntidade qualquer por uma fracção é 
dil-a em tant partesi uaes, quantas unidades ha no de 


o RE multiplicar à por 5 26 dividir à ; em sete parta guaes, 
e Maça 5 dessas portes; i ilca que F deve tomar 5 
vezes oseptimo d 7» OU Os cinco septimos dež 7 


j À r E. 
MULTIPLICAÇÃO DE. ca enacção POR UM INTEIRO. 
a Xy ça 10% qu e” 


TIAS air 
E» = i, A x i lafe i 
Seja proposto multi tiplicar + q por. 3, é claro, em virtude 


que se disse (nº 1504 ti SS | 


v 


be? dedo a a 
TIETE 
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x .$ 
Recra. Para multiplicar spma fracção por um numero inteiro 
basta multiplicar o me fi da fracção, ou dividir o deno- 
minador por esse numero, uando é possivel, 
Observação. Quando se podér empregar o ultimo proceder, 
não se deixará de fazel-o, pois simplifica a fracção. 


MULTIPLICAÇÃO DE UM NUMERO a OR UMA FRACÇÃO, 


+ 


Seja 0 numero 47 que se quer multiplicar por 


|2 


v 


; Multiplicar 17 por z é dividiy 17 em 5 partes iguaes e tomar 


dessas partes; divide-se 17 em 5 partes iguaes , dividindo 


17 por 5, 0 que dá = ; € toma-se 3 dessas partes, multipli- 


g LIXOS ; 
cando 4? por 3; isto é, a ; assim : 


pecra. Para multiplicar um numero inteiro por uma frac- 
ção, basta multiplicar o inteiro pelo numerador da fracção, e 
dividir o producto pelo denominador. 


” MULTIPLICAÇÃO DE DUAS FRACÇÕES, 
Ma z | 6 s 3 
Multiplicar por exemplo -y por —. 


o. 6 É gr t SSO ~ d 6 Pari > 
Multiplicar 7 por 5 é tomar os 5 e 7 o que se faz tomando 


6 6 $ 
primeiramente ; de 7» Me é 1x5 * repetindo 3 vezes este 


DX 3A. 
quinto, o que dá assim: 


G; ab SSG 3 : 
7.98, > 5 


ns DIN 
L PIS] 


preste bed at a 
TE 
Biblioteca Pública Benedito Leite 


. s oR | 4 ) $ 
& P x - 


i TRATADO NES 


= A 
ae r = Recra, Para minas Ia cções, mnohe n: 
=  meradores entre si, assim como os), inadores. e 
bg Observação. Antes de effectuar O producto, deve-se a p e 
> supprimir os factores communs que podem existir. si 
pA 5 Ee fa 
4 a SOARE > ” ud ý 
3 t 5 supprimindo O. factor c commum 7. 
A $ EN o) A 
5 Sini o factor commum 
o E - $ “a, 
a » Supprimindo os dous aos comm S 4 e 
i iii . Q3 
28 supprimindo os dous factoFês ca communs 18 
A E k œ 
° em 


MURMIPLICAÇÃO DE Us NUMEROS icon 


l Ea E 
eo E a prop i ) por ( ro 


Etc da é 


K = b 

(a + Dx 1 ri RE e IR0AS or 

x REMA aoa 
iii TALIN 63 


REGRA. Para multi licar-se dous numeros fraccionarios, re 
duz-se cada um á de, fracção, e aplica-se a regra dada 
para o caso de duas fra 


204. Observação I. Aregra dada porda malesi as 
fracções applica-se a todos os outros casos que examinám D: or 
isso que todo numero inteiro é considerado como uma fr; O 
que tem a unidade por denominador, e que baoz numero frac 
cionario pode ter a forma de fracção. 


205. Observação IL. O producto de uma ra qu al e 


P quer por outra menor, igual, ou maior que a unidade, é outra 


TT 
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quantidade menor, igual, c// maior que o multiplicando. O pro- 
ducto de duas fracções + uma quantidade menor que cada 
factor. 


Producto de muitas fracções. 


7 


"906. Até aqui não considerámos senão o producto de duas 
fracções; pode acontecer que tendo-se efectuado o producto 
de duas fracções, se tenha ainda'de multiplicar este producto 
por outra e assim successivam te. Esta operação é o que se 
chama multiplicar uma fracção por muitas outras successiva- 


mente. 
Indica-se esta operação, como se segue : 


5 ~ 
— , dá a fracção : 


que multiplicada pela terceira 5 a 


que multiplicada pela quarta dá emfim a fracção : 


De ETR 
3x5x9x11 
ad 
que representa o producto das fracções dadas. À 
REGRA. Para multiplicar muitas fracções entre si, multipli- 
cão-se todos os numeradores entre si assim como todos os deno- 


minadores. 


DIS 


TE 
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Observação I. Esta regra se ay Nica a factores inteiros ou 
fraccionarios, por isso que os prim 'ros são considerados como 
fracções, que teem a unidade por denominadores, e os se- * 
gundos podem ser reduzidos á forma de fracção, 


Observação II. Assim como dividindo a unidade em partes 
iguaes, e tomando um certo numero d'essas partes, se 
formarão fracções da unidade, assim tambem dividindo uma 
fracção da unidade em muitas partes iguaes, e tomando um 
certo numero dessas partes formão-se fracçoes de fracção, . 

Dividindo a fracção à em sete partes iguaes, e tomando duas 


© 


g essas partes, forma-se e fracção de fracção, que rgpre- 


, 


senta os dous septimos de ! z + que não é mais do que a Se= 


+ 


guinte fracção (nº 206): 


2 x h 2x, : 
ai a EA i 


dividindo a ultima em nove partes iguaes, e tomando gpro 
ae 
d'essas partes , forma-se uma fracção da fracção < Ki que 
representa os seos quatro agaes é uma fracção m o da 
h h 
“fr acção z» que vem a ser os q o dos Ž de = 7) que não é mais do- 


que, 
bx2x&4., 
9x7x5º 


e assim successivamente. : 
Pelo que se disse, vê-se que fracções de fracção é outra de- 
nominação dada ao producto de muitas fracçães, denominação 


que se acha hoje em desuso. 
e 


a 


caio O 


III N] 
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IDivisão. 
“ 


A divisão, em geral, é uma operação que tem por fim, conhe- 


cendo-se o producto de dous factores e um d'elles, determinar o 
> 
outro. 


DIVISÃO DE UMA FRACÇÃO POR UM NUMERO INTEIRO, 


Seja proposto dividir z pori? 


pelo que vimos (nº: 184, 185) será facil ver-se que : 


Tres 
pecra. Para dividir uma fracção por um numero inteiro, 
qnultiplica-se o denominador da fracção pelo inteiro ; ou divide- 
- se o numerador pelo inteiro, quando é possivel. 


O ultimo methodo deve ser preferido, quando fôr possivel, 
pois simplifica a fracção. 
— 


— DIVISÃO DE UM NUMERO INTEIRO POR UMA FRACÇÃO, 
Seja 7 um numero, que queremos dividir pela fracção e! 
9 


Como o dividendo é o producto do divisor pelo quociente, 
chamando Q o quociente d'aquella divisão, temos: 


3 r, 3 E 
porém x 0.6 a mesma cousa que os + de Q ; por conseguinte, 
podemos escrever : 


dam 
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Ass TRATADO 


3 EN 
logo ” de 
1 7 
5 de => 
i 5 Dp 1 X en a 


comparando o resultado com os numeros dados, conclue-se a 
seguinte regra, é 

Regra. Para dividir um inteiro poruma fracção, multiplica- 
se o inteiro pela fracção, depois de ter-se invertido seos termos, 


> 


DIVISÃO DE DUAS FRACÇÕES. 
z 


3 


5 . 


Dividir por exemplo 5 por 


Chamando Q o quociente d'esta divisão, temos : 


143 , 
95 x Q , 
* isto quer dizer que, os 2 de Q igualão 7. 1 deo sera igui ` 
+ bau e 9º 5 al 


TAR 5 5 
a 7x3 por conseguinte 5 de Q, ou 


d'aqui resulta a seguinte regra: 


REGRA. Para dividir uma “fracção por outra, multiplica-sea - 
fracção dividendo pela fracção divisor inversa. 


eo 


TETE, 
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o DIVISÃO DE novi fnuvenos FRACCIONARIOS. 
4i 


o : 

$ haa l 

Determinar por exemplo o quociente da divisão de 9 + E 
Ld 


2 
por 7x 3º 
+ Reduzindo cada um á forma de fracção, e empregando sobre 
elles a regra ainda ha pouco estabelecida, temos : 


Ds 9505 
a): (+ )= AS th ixo cia, 
s) a » 3 


REGRA. Para dividir um numero fraccionario por outro, re- 
duzem-se esses numeros á forma de fracção, e opera-se da mes- 
ma maneira que sobre fracções propriamente ditas. 

Observação I. A regra que se deo para a divisão de duas 
fracções é geral, e convem a todos os casos, que se examinou, 
considerando porém um numero inteiro como uma fracção que 
tem a unidade por denominador, e tendo em vista que todo nu- 
mero fraccionario pode adquerir a forma de fracção. 


Ee: ER - 
Observação II. O quociente de 1 pela fracção z é a fracção 
3 . 
~ inversa 55 ella é dita o inverso de z. Em geral, o quociente 


| de 4 por um numero qualquer é o inverso d'esse numero, 


. 


Potencias das fracções. 


210. Chama-se potencia de uma fracção o producto de mui- 
tas fracções iguaesá primeira. O numero de factores, que en- 
trão no producto, indica o gráo da potencia. 

Para indicar que uma fracção deve ser elevada a uma poten- 


TE 
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ss. É a 
E ; Aa h, rar 


Aco 2, o i P To 

t MAp . “a, d 
cia de gráo m, encer e a fracçã entre parenthesis, e escre- 
ve-se á direita do. parenthesis e ta ponco; acima o gráo Ca | 
á potencia, assim : s F 


; $ au. THEOREMA I. Para elevar uma RE uma wi f; 


de gráo m, basta elevar s ig termos á mesma rajencigal 
iE Com effeito: ` 


a” aq asa E am 
(6) =5x 5x5 X esae box bx em SP 
o o g l: 
212 THEOREMA II. Para que uma fr cção possa ser poten x a 


de outra; é preciso que seos dous termos seto potencias de mes- 
mo PARTA o 


Supponhamos que $ , terão puetun], seja a pordela ) m i 
LN 


a ar 
bp’ kg nd 


5 7 i 
| T a sendo uma fracção irreductivel, é = tambem o será, logo 


b: r i 
a=a", e b=b' (n° 195). oqend 

sa 

~ 243, Observação. É claro que uma potencia de nc tra pão 

da irreduzivel não pode ser representada por numero ir 

dido por isso que a fracção sendo irreduzivel, toda po EN bia 

“dessa fracção tambem o será, 


o dor” A N 
JA S, 


Ds 
EITA 
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O  Theoremas w) às operações, e potencias, 


244. Os theoremas demonstrados no Livro II, relativos aos 
numeros inteiros, subsistem quando os numeros são fraccio- 
narios. 

Passemos á demonstritão do theorema fundamental; este 
theorema generalisado : os outros, que não são mais do que 
consequencias d'este, com pouca modificação, se acharão tam- 
erm ERR 

. THEOREMA. O producto de muitos numeros fraccionarios 
é ENA o mesmo qualquer que seja a ordem em que se effectue 
a multiplicação. 
Sabemos que um producto qualquer, porexemplo, . 
n i 
aC CaM EXCXEXM: 
Ea e ae, Ar ~ bxdxixn’ 


ora qualquer que seja a ordem dos factores no primeiro mem- 
bro, tem-se sempre por segundo membro uma fracção, cujos 
- dous termos são sempre compostos dos mesmos factores j Jin- 
teiros ; logo os dous termos d'essa fracção terão sempre o mes- 
mo valor, por isso que um producto de factores inteiros é inde- 
pendente da ordem em que se achão ; logo o valor da fracção 
“é sempre o mesmo duetos que seja a ordem dos factores 
- fraccionarios, 


Generalisão da theoria das fracções. 


246. Até aqui uma fracção tem sido considerada:como com- 
posta de dous termos, numerador e denominador: estes ter- 
mos.sendo numeros inteiros, e o ultimo exprimindo o numero 


de partes em que a unidade se acha dividida. Algumas vezes 
11 


BPI] 


TE 
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o representar o quocient de dous numeros fraccio- 
H o 
- narios, + , por exemplo, es (re-se: l S 
i d 
' x 4 
| (5) 
e, 
f r » Ad A “% 
separando-os por um risco horizontal; a esta expressão deo- . 
a rs: 
se o nome de fracção de termos fraccionarios ; FN representa 


c . . P i 
o numerador e T’ denominador ; aqui o denominador não 


exprime mais o numero de partes em que a unidade se acha 
dividida. ; 

Examinemos se as regras estabelecidas para as operações 
sobre as fracções ordinarias convem d'esta nova especie de 
fracções, cousa importante + pois ellas se encontrão muitas 
vezes no calculo. Na demonstração dos theoremas que seguem 
4, b, c..... representarão fracções, para mais commodidade ; 


» 


SR Datt À 
assim — será uma fracção de termos fracecionarios, ` 


(5). 
Uma expressão da forma AP. pode serrepresentada poruma 
. 


fracção de termos inteiros, (5). `j 


Com effeito, uma tal expressão não sendo mais do que o 
quociente de duas fracções, temos : 
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- 
men representando r;meros inteiros, productos de outros 
> numeros inteiros, a xtebxc. 0. q.e. n.d. 

o o , 
217, THEOREMA, Uma expressão, da forma > não muda de 
valor, quando se multiplicão seos dous termos por um mesmo 
numero m, `“ 


Escrevamos o que épossivel - 


a “ 
Di 


A A + 
sendo uma fracção de termos inteiros. 
Multiplicando por b a igualdade acima, temos : « 


" 
t=bxq 


z + 


s, b e q sendo fracções de termos inteiros é claro que Em 


axm=bxqxm . 
ou axm=(bxm)xq, 

& 
donde : ` 
- 

axm 
o bxm 1? 
por conseguinte, y a 
o < A 
: axm as 
b x mo b tp, 0, qen. d, 


Observação. D'este theorema conclue-se o meio de simpli- 
ficar e reduzir ao mesmo denominador fracções da fórma 


A , por conseguinte o meio de fazer-se a addição, e dimi- 


nuição d'essas expressões, 
1l. 


= 


DO ii 


SS IH rs ] 


TIE 
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a po 38. e 1 0 pr 18 ou ma é soros 
Z dafra $, fai ga o dos nimer adores dividido pel 


KJ É Er 
, producto Amd E a 
Trata-se de demonstrar. xml, AR o A 
É pe » PO a | A | 
P > 
ac axe ý 
5 aT bxd ts ` 
- H & o 


deduz-se 


TEE 
Ed 
> 
>» 


> aged: Er 


bd Di gde a membro a primeira ido pe 
segunda, temos = 


a asy 


Y  axe=(bxd)x(qxq); UM 
4 * a Er e ' $ ; 
= donde y w. 
R “ +" aee is 4 “1 é. ta 
“eg osso a 
porém, ~ e E a fa 
» $ 4 t 
j e: c 3 
qX4=%X d’ * 
logo, 
F axc a e rasas 
asan maor] 0. q.e nd, 
o 


e JA Midra: ET 
Aí Mo, aa HI, E da divisão de duas expr es- 
“E 
0 


sões de forma -p cê igualão producto da primeira pela Sigandi, 


porém quoted 
-Trata-se de demonstrar que : 


qu cias d axd Je q 
t daaa O = ego 
+ 
s ? 
com effeito, se a igualdade acima é justa ; isto é, se n He re- 
9 
ç a c eye 
` „presenta 0 RE de Tv Por, multiplicando esse quo- 
+ 
“ciente pelo divisor $ , deve-se bu o dividendo ; 
E" 
i Com effeito : E» 
Rs pedro RARE XT, og =p oq.en.d, 
aa o bxc d bxcexd bz de e: C 
3 J 
l Applicação da theoria das fraeções, C 
2 : o ' + 


290. Tres questões podem-se appresentar na applicação da 
E — theori: ja das fracções. 
ge I. AEE A valor de um inteiro, achar o valor de uma 
fracção d'esse inteiro. è 
II. Conhecendo-se o valor de uma fracção de um inteiro, 
achar o valor d'este inteiro, 
II. Conhecendo-se o valor de uma fracção de um inteiro, de- 
k terminar o valor de outra fracção desse inteiro, 
N Resolve-se a primeira questão multiplicando o valor do in- 
teiro pela fracção. 
o Exemero. Um covado de um certo pano custando 5 5 mil reis, 


9 
quanto custarão 5 de um covado ? 


BPI] 
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EA solução do problema é 5 x = y 


Resolve-se a segunda questão dividi ido yo valor ga nto 
por essa fracção. ý a qe à 


q Exemrro. Os dedo um covado de pano custão 6 mil reis 
qual, éo Preço covado ? ? : ae ki i 
i y 6 sa mE p 

A -A do problema é É E = .. ` 


Resolve-se a terceira questão Pa meio das duas prece- 
dentes ; por meio da segunda protara-se o valor do inteiro, e 


por meio papa i 0 tus da outra fracção do E que. 
ase pede. i 


0S, PAS o preço E ca do metro; p iina E a 
y no. E vm $ à 
À : si do metro será Í — É x5 = 15 francos, p 


3 
P (E 


será 15 x S Ed dem francos. 
e 5 r à y çss 3 e 7? “q 
S | EXERCICIOS. q 3 y 


QUESTÕES RESOLVIDAS. 


= n 
i 


o - 


I Diodi 126 em tres geses taesque a segunda seja os E A 


“da primeira ea terceira os = da segunda. É 4%; E 
* NE 


Solução. A terceira sendo os 5 2 da segunda é os dé é UE 


da primeira, assim : 


p 
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e a primeira -+ > da Efineira +5 da primeira =426, 


ou q da primeira = 126, 


d'onde se deduz : 


a primeira = esser. DO, 
por conseguinte a segunda = 56 = 12, 
° á De 
à Me yo 3 
e a lerceira = . 56 = 28 
Somma ==.... 126 
* - 


JI. Duas bicas alimentão um tanque; a primeira correndo 
só encheria o tanque vasio em 3 horas, e a segunda em 5. De- 
terminar o te ue'empregarião as duas bicas correndo ao 
mesmo tempo BAR encher o dito tanque. 

Solução. Por isso que a primeira correndo só encheria o 


AE 
tanque em 3*, em 44 engheria 3 do tanque; pela mesma razão 


pt F 1 
em 4º a segunda encha 5 do tanque, logo em 4* as duas bi- 


r ` a A 8 8 
cas correndo juntas encherião z tz? ou jz do tanque; se T 


do tanque se enchem em 1º, o tanque inteiro será cheio em = 
ou em 4º, 52m 30", 


a 


QUESTÕES NAO RESOLVIDAS, 
4 


o 


HI. As duas agulhas de um relogio múrcão meiodia, per- 
unta-se quando terá lugar o encontro seguinte, 
Iy. A metade,os dous terços e os tres septimos de um numero 


f fazem 67. Determinar esse numero. 


V. 4 somma de dous numeros é 66; o terço mais o quarto do 


P 


EI 
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auas mais. qes do segundo, De ena 


{i 
gio de tres minutos por dia foi ac 
tado ao meiodia. Pergunta-se a ho sea no mesmo dia, 
rcando o to h49m, 
© VII Duas bic correm no mesmo tanque: a primeira « r: 
“se só o enci em 5', a segunda em sea agua do tanque 
á corre poj uma torneira que o esbasia em "on, “O tanque estande 
cheio, e es torneiras cor simultaneamente, em 
o tempoota ue se esvasiará: do x 
viu dir 391 em,tres partes, de maneira que a segunde 


> seja a mesno le 00s — 2 da primeira e os ST da terceira, Ns 
W ROX: .S dt dão entre si como A n 1,9, sts. 3. 
As al e Orar een 


4 eros? e 
a mero? a 
RRD- R 
| BLIOT 
Rn ESTADO DO 
E Sana doa 
a 

A o. 

"EE 
; E 

p: ~ T 
Aa. 
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+ 
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221. Vimos, tratando das fracções ordinarias, que sua ori- 
gem era a medida das grandezas continuas , e para ter-se o 
valor exacto de uma grandeza continua , quando esta não en- 
cerrava “um numero exacto de vezes a unidade escolhida, 
dividia-se a unidade em certo numero de partes iguaes, nu- 
mero que até aqui tem sido arbitrario. 

A simplicidade das operações sobre os numeros inteiros 
provem dos principos estabelecidos na numeração, que consis- 
tem sobre tudo na lei de decrescimento, que rege as differentes 
unidades, cujas collecções são representadas pelos algarismos, 
que compõem o numero inteiro. Por conseguinte, é claro que 
os calculos sobre os numeros fraccionarios tornar-se-hão muito 
mais simples, submettendo a divisão da unidade em partes 
iguaes a essa mesma lei, 

Dividindo-se a unidade em dez partes iguaes, cada uma 
dessas partes será um decimo da unidade; dividindo-se um 
decimo da unidade em dez partes iguaes, cada uma d'estas 
novas partes será um decimo de um decimo da unidade, ou 
um centesimo da unidade: a decima parte de um centesimo 
será um millesimo, etc., etc. 

Os decimos, centesimos, millesimos, da unidade chamão- se. 
partes decimaes da unidade, 

Assim, uma unidade vale dez decimos, um decimo dez cen- 
tesimos, um centesimo dez millesimos, etc. ; em geral uma 
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unidade de ordem decimal qualquer wale dez unidades da ordem 

seguinte. y » 
Obtem-se o valor de uma grandeza procurando as unidades 
Piateiras que contem; supponhamos 15, mais um resto; os deci- 

mos que contem este resto, supponhamos 3, mais um resto; 
os centesimos que contem este resto, supponhamos 5, mais une 
resto e assim successivamente até chegar-se a um resto nulo, 
ou tão pequeno que se possa desprezar sem alterar sensivel- 
mente o valor da grandeza ; assim diz-se que, o valor da gran- 

» deza é 15 unidades, 3 decimos e 5 centesimos. O numero 3 de- 
cimos mais 5 centesimos chamaçse fracção decimal: elogo que 
a esta fracção se ajunta a parte inteira, por exemplo, 15 uni- 
dades, obtem-se um numero decimal. ” 


+ “MANEIRA DE ESCREVER-SE UM NUMERO DECIMALS k { 
" 


222. A regra que se deve seguir para escrever um numero 
decimal não é mais do que uma extensão da que foi estabele- 
cida na numeração escripta para os numeros inteiros. Com 
effeito, como as differentes unidades de ordem decimal se 
achão sujeitas à mesma lei de decrescimento que as differentes 
unidades nos numeros inteiros, e tendo em vista o principio 
estabelecido na numeração escripta; isto é, que um algarismo 
collocado à esquerda de outro representa unidades dez vezes 
mais fortes, e collocado á direita representa unidades dez vezes. 
mais fracas, será facil ver-se que o algarismo collocado à di- 
reita do algarismo das unidades representará os decimos da 
unidade, o seguinte (indo para a direita) representará a collec- 
ção dos centesimos, o seguinte a dos millesimos, o seguinte a | 
dos decimos-millesimos, o seguinte, a dos centesimos-millesi- 
mos, etc.; para se poder distinguir onde começa a fracção 
decimal, separa-se por meio de uma virgula o algarismo das uni- 

“dades do algarismo dos decimos; assim o numero decimal com- 
posto de 217 unidades, 3 decimos, 5 centesimos, 8 millesimos 
é escripto 217,358. 
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Quando um numero decipal não contem parte inteira, 
escrtve-se no lugar um zercif que é separado por meio da vir- 
gula do algarismo dos dodlihos; assim o numero decimal com- 
posto de 7 decimos, 5 centesimos, 3 millesimos, 8 decimos- 
millesimos é escripto 0,7538. 

Em um numero decimal os differentes algarismos, que com- 
poém a parte decimal, chamão-se algarismos decimaes, figuras 
decimaes, ou simplesmente decimaes. ý 


MANEIRA DE ENUNCIAR-SE ie NUMERO DECIMAL, 


993. Seja por exemplo o numero 317, 3578 que queremos 
ler. 

I. Podemos dizer: 317 unidades, 3 decimos, 5 centesimos, 
7 millesimos e 8 decimos-millesimos, 

IL. Podemos ler : 317 unidades e 3578 decimos-millesimos ; 
com efreito, por isso que 


4 decimo = 10centesimos =100 millesimos = 

== 1000 decimos-millesimos , 
4 centesimo == 10 millesimos = 100 decimos-millesimos , 
e 4 millesimo = 10 decimos-millesimos, 


temos : ? - 
1 . 
3 decimos. . . . +... . = 3000 decimos-millesimos, 
5 centesimos +... ...= 500.» » ; 
7 millesimos .. .. .. . = 70 » » x 
g decimos-millesimos. .. = 8&8 » » ; 


e fazendo a somma d'essas igualdades, temos : 


3 decimos+-5 centesimos -+ 7 millesimos -+8 decimos- 
millesimos = 3578 decimos-millesimos, 


111. Demonstrando da mesma maneira como no caso prece- 
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dente ver-se-hia que ainda se pode ler o numero escripto 
dado : 3 milhões 173 mil 578 decil os-millesimos. 

224. Prixcirio I. Um numero decimal não muda de valor, + 
quando se ajunta ou supprime umou muitos zeros a sua direita, 

„Por isso que o valor relativo de cada-algarismo em uma frac- 
ção (decimal depende do lugar que occupa em relação á vir- 
gula, logo, etc. 

225. Princirio II. Logo que em um numero decimal se avan- 
ça a virgula de um, dous algarismos, etc., para a esquerda ou 
para a direita, o numero decimal torna-se 10, 100 vezes, etc., 
maior ou menor. ç 

Com effeito, avançando a virgula de um algarismo para a 
direita, o valor relativo de cada algarismo torna-se dez vezes 
maior, por isso que o algarismo, que representava os decimos, 
representa as unidades, o que representava os centesimos re- 
presenta os decimos, etc., logo o numero decimal torna-se dez 
vezes maior. 

Logo para multiplicar ou dividir um numero decimal por 
10º, basta avançar a virgula de n algarismos para a direita ou 
para a esquerda, + 


Conversão de uma fracção decimal em fracção 
ordinaria. 


226. Pelo que se disse (nº 221), uma fracção decimal differe 
de uma fracção ordinaria em que a divisão da unidade em par- 
tes iguaes é submettida a uma lei, o que não existe na fracção 
ordinaria; logo a fracção decimal é um caso particular da frac- 
ção ordinaria, e enunciando todo e qualquer numero decimal 
da segunda maneira (nº 223) vê-se que: 


317, 3578 = 317 + Torgo == 317 SEE, 


Em geral, um numero decimal qualquer é iguala sua parte 
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inteira mais uma fracção ordinar ia, que tem por numerador a 
paste decimal e por denomi dador uma potencia de 10, cujo ex- 
poente é igual ao numero dos algarismos na parte decimal, 
Apparao i ainda esta regra aos seguintes exemplos, temos: 
312 26 


5 
0,026= —, 0,0005 = q 


0,312=55, Tu 


e ; 
Reciprocumente. Uma fracção ordinaria cujo denominador é 


~ uma potencia de 40, igual a uma fracção decimal, que contem 


tantos algarismos na parte decimal, quantas unidades ha no 
expoente da potencia. 
Assim é claro que : 


? 


3476 h67 
Sue = 34,76, ggs = 000467. 


> 


Addição. — Subtraccão. 


227. Como nos numeros decimaes uma unidade de ordem 
qualquer vale dez unidades da ordem immediata, tanto na parte 
inteira como na decimal, logo a regra da addição e subtracção | 
estabelecida para os numeros inteiros convem aos numeros 
decimaes. 

Assim é evidente que : 


120, 3125 + 0,03267==120, 34517 
A 120, 3125 — 0,03267 = 120, 27983. 


Pode-se verificar esta regra por meio das fracções ordinarias ; 


com eífeito, 
« 


120,3125 = 120 -+ e 
3267 
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À 
mes À 31250 3267 


31250 -+ 3267 


T0000 


Seguindo a mesma marcha, verificar-se-hia a regra estabe- 
lecida para a subtracção dos numeros inteiros. 

Recna, Para addicionar dous ou mais numeros decimaes ou 
para subtrahir um numero decimal de outro, procede-se como 
nos numeros inteiros, colocando os algarismos uns debaixo dos 
outros, de maneira que as unidades de mesma ordem se corres- 


pondão ; o que se obtem, collocando os numeros de tal maneira 


que as virgulas se achem em uma mesma columna vertical. 
Observação. Pode acontecer que na subtracção o subtrahen- 
do contenha mais algarismos decimaes que o minuendo ; n'este 
caso ajuntão-se zeros sufficientes ao minuendo, o que não lhe 
altera o valor, e procede-se a operação á maneira ordinaria. 


Multiplicação. 


228. Considerão-se dous casos: 

I. O multiplicador é numero inteiro. a 

Seja 2, 37 a multiplicar por 35. 

O numero 237 é 100 vezes maior que o numero dado 2, 37 
(nº 225), logo o producto 237 x 35 será 100 vezes maior que o 
producto 2, 37 x 35; logo obter-se-ha este, efectuando aquelle, 
que se tornará depois 100 vezes menor, separando á direita do 
producto dous algarismos. n 

Regra. Para obter-se o producto de dous numeros weste caso 
particular, multiplicão-se os dous numeros, como se fossem in- 
teiros, e separão-se á direita do producto tantos algarismos de- 

cimaes, quantos ha no factor dado. 
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es 

HW. O multiplicando eo Arudieplicador são ambos numeros 
decimaes, 

Seja proposto multiplic de 23,45 por 2,732. 

Tomando-se por multiplicador o numero 2732, que é 1000 
vezes maior que o multiplicador dado, o producto de 23,45 por 
2732 será 1000 vezes maior que o pr oducto buscado; applican- 
do-se sobre estes dous ultimos numeros a regra precedente, o 
producto terá dous algarismos decimaes, e avançando ainda a 
virgula para a esquerda de tres algarismos o producto torna- 
se-ha mil vezes mais fraco, e representará o producto exacto 
dos dous numeros decimaes, 

Eis o typo da operação: - ~ 


23,45 
2,732 
h 690 
70 35. 
1641 5 
4690 
64,06540 


ReGRA. Para multiplicar dous numeros decimaes, multiplicão- 
se os dous numeros, como se fossem inteiros e separão-se direita 
do producto tantos algarismos decimaes, quantos ha á direita 
dos dous factores. 

Considerando os numeros decimaes como fracções ordina- 
rias, cujos denominadores são potencias de 10, verificar-se-hia 
a regra supra, 


= 


” 


Divisão. 


4 
. 


229. Distinguem-se dous casos na divisão dos numeros de- 


cimaes. 8 
J. O divisor é numero inteiro. 


=== 
casas 
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; Seja proposto dividir 27,325 por 28. Dividindo-se por 28 o 
numero 27325, que é 1000 vezes a que o dividendo RE 
l 


Sr» quociente será 1000 vezes maior, ligo ter-se-ha o quoci 
IA buscado, separando á direita ya ággalle tres lar de. - 
: — cimacs, 3 
«4 a 4 Eis o typo da operação : 
Ea «Né e 
CRE e td 44 
O a 27,325 |28 ros 
de ES A 242 10,97% RE! 
Po - . À, 
a RES AA. 165 pE 
i ; 25 A 
; Ç “a 
7 RE 4.0 quociente exprimindo E 0 quociente compie 
"E 
O será 975 millesimos mais 58 gde “um millesimo , o que se 
mY 
E”. escreve: 
ER A 27,325 25 f 
<-i oT y t DaN 5 

Ay dg 0 Sa ` 


Regra. Para dividir um numero decimal por um inteiro, 
i divide-se por este o numero decimal, considerado como inteiro, 
eá direita do quociente separão-se por meio da virgula tantos f 
algarismos decimaes, quantos ha no dividendo dado. 
“HM. O dividendo e o divisor são numeros decimaes, sy 
-Seja por exemplo 237,25, um numero que se quer dividir 
por 4,826. 
“a Tomando por divisor o numero 4826, 0 quociente será j 
cs 1000 vezes menor; logo para obter-se o quociente exacto, será. 
k necessario multiplicar por 1000 o dividendo dado, e qual torna- 
se 237250; assim : 


m 

237,25 æ 287250 gi 

4 1,826 4526 * pot 
Ta” “a 
” e centra-se no caso ordinario da divisão dos numeros inteiros, 

” 
” 
o - 
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Se se tivesse de dividir 943,6257 por 6,28, repetindo-se os ro 


clocinios precedentes, terbe-hia : ž B 
943,6257 _ 9436257 pias q S57 5 
6, 76,28 = g ad 62800 * f, 


operação, que se pode effectuar empregando-se a regra esta- 
belecida para o primeiro caso, que ha pouco examinámos, 

Rena. Para dividir-se dous numeros decimaes um pelo ou- 
tro, torna-se inteiro o divisor, o que se faz multiplicando-seo di- 
videndo eo divisor pela unidade seguida de tantos zeros quan- 
tos algarismos ha no divisor; c'que não altera necessariamente 
o quociente, e procede-se a divisão d'esses dous numeros, empre- 
gando-se a regra que lhes fôr conveniente. 

Observação. Examinarão-se todos os casos que se podem 
appresentar n'esta operação, 

O segundo caso dá lugar a uma divisão de numeros inteiros, 
Jogo que o divisor contem mais algarismos decimaes que o di- 
videndo ; no caso contrario a divisão de dous numeros deci- 
maes entra no primeiro caso, onde o quociente completo sê 
obtem ajuntando-se ao quociente determinado pela divisão uma 
fracção ordinaria, cujo numerador éo resto da operação, e 
cujo denominador é o divisor seguido de tantos zeros quantos 
algarismos decimaes ha no dividendo. 

Por meio das fracções ordinarias se varificaria facilmente a 
regra da divisão de dous numeros decimaes. 


Conversão de uma fracção ordinaria em decimal. 


. 


9230, Converter ou reduzir uma fracção ordinaria em deci- 
maes é buscar uma fracção decimal, cujo valor seja igual ao da 


fracção ordinar ia dada. 
Expliquemos e definicão. 


Seja a fracção E que se quer converter em decimaes. 
12 


= —. 
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Sabe-se que uma fracção representa o quociente dá divisão: do 
numerador pelo seo denominador ; }}ividindo-se 3 por 7 acha- 
“se 0 por quociente, e um resto 3; convertendo 3 unidades em 


“por quociente e um resto 2 decimos, de ae é necessario toma A ro 
ainda a septima parte; convertendo 2 decimos em cent imo Ss, 
temos a dividir 20 centesimos por 7, o que dá por quociente 
9 centesimos e um resto 6 centesimos, de que temos ainda de p 
tomar a septima parte ; convertendo 6 centesimos em millesi- 
mos, temos a dividir 60 millesimos por 7,0 que: dás millesimos x 
por quociente e um resto 4 milesimos, de que se deve tomar 
ainda a septima parte, e assim successivamente; parando 1 nos 


millesimos, temos ; ; : 


ho s 


~“ os 


= 0,28 $ de um millesimo. 
= w 


nd . - 


Assim reduzir uma fracção ordinaria em decimaes é buscai 
o maior numero de decimos, centesimos, millesimos, ete., con 
tidos na fracção ordinaria dada; para chegar-se a este fim, se 
guir-se-ha a regra seguinte, que é uma- cobre do que 
se acabou de dizer, 

Recna, Para reduzir-se uma fracção brain ã em decimass, 
divide-se o numerador da fracção pelo seo “denominador, O uo- 
ciente dá a parte inteira da fracção decimal, que se sepad 
meio da virgula ; á direita do resto escreve-se um zero, edivide-. po 
se o numero assim formado pelo divisor, o quociente é o alga- 
rismo dos decimos, que se escreve ú direita da virgula ; á direita. 
do segundo resto escreve-se um zero, e o quociente da divisão "a 
do numero assim formado é o algarismo dos centesimos, que 
se escreve á direita do algarismo dos decimos, e assim succes- 
rara š 


EET No primeiro caso a fr accão decimal a a 
presenta justamente o valor da fracção ordinaria dada, e Notem 
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segundo pode-se prolong:t a operação de tal maneira que a 
fracção decimal obtida dae -se o ultimo resto, diffira do 
valor da fracção ordinaria dada em uma quantidade menor que 


: ; 1 
toda quantidade dada (i) » OU como se diz ordinariamente 


4 0” 
em menos dera; TO 


Outra maneira de considerar-se a conversão de uma 
fracção ordinaria em decimaes, 
Condição para que tal conversão tenha lugar. 


231. Uma fracção decimal sendo equivalente a uma fracção 
ordinaria, cujo denominador é uma potencia de 10, para con- 
verter-se uma fracção ordinaria em decimaes, basta converter a 
dita fracção em outra fracção ordinaria, que tenha por denomi- 
nador uma potencia de 10; isto feito, será facil passar-se d'esta 
á fracção decimal buscada, (nº 226, Recip.) 

Trata-se pois em primeiro lugar de resolver o seguinte pro- 
blema : 

Achar uma fracção ordinaria equivalente a uma fracção or- 
dinaria, tendo por denominador 10", 

Este problema é um caso particular do problema resolvido 
na theoria das fracções ordinarias (nº 200), onde se exposérão 
ao mesmo tempo as condições necessarias para que tal transfor- 
mação tenha lugar. 

Representando æ o numerador da nova fracção, temos : 


; Tonde, q = axa : 


Assim para obter-se x basta multiplicar a pela unidade se- 
guida de cerlo numero de zeros, ou melhor ainda escrever 
á direita de a um numero indefinido de zeros e dividir o nu- 

o 43. 
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mero assim formado pelo ERA W b da fracção dada; foi 
justamente á esta regra que chegâmts pelas consilio es pre 


cedentes. . . 
Para que a transformação se faça exactamente; ia 
ipt 


que o seja inteiro, é necessario, que 10" seja um multi ; 
0 par signifi ica, que b não deve ua outros factores senão 2¢5 


5 l sendo uma fracção rise 


de2ou5 , potencia tal, gre torne o denominador uma aa 


perfeita de 10, teremos uma fracção da forma ir g g u i nu- 
mero decimal, : 


Rumo ESERE ja AT 

2° 5° 25” 50’ 200º 80° 160 

Le 5 Td 

Ss 05, 

ds ENO ara 

5 Sxo sda Ml 

3 3x2 42 

Brno 012 

Tata SAPIENS À 175 

aqu 
: a CORSA io E AADoS não 


= — — T. 
F5 pese mi. 
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se os denominadores em potencias de seos factores primos, e 
multiplicando-se os dous termos de cada fracção por uma po- 
tencia conveniente de 2 ch 5, a fim de tornar cada denomina- 
dor uma potencia perfeita de 10, 


ConoLtario. Uma fracção decimal equivalente a uma fracção 
ordinaria irreduzivel contem tantos algarismos decimaes, quai- 
tas unidades tem o expoente do factor 2 ou 5, que figura no deno- 
minador com o maior expoente, 


Com effeito, o expoente n de 10", em que se transforma sem- 
_ pre o denominador da fracção irreduzivel, provem do expoente 
mais alto, de que é affectado q factor 2 ou 5, 


Avaliação approximada em decimaes de uma fracção 
inconvertivel, 


233. Os calculos sobre os numeros decimaes sendo muito 
mais faceis que sobre os numeros fraccionarios, transformão-se 
estes ultimos sempre em decimaes, ainda mesmo quando não 
sejão convertiveis; a maior parte das vezes não se tem neces- 
sidade de valores exactos, as questões que se appresentão or- 
dinariamente, exigindo somente resultados approximados. 

Ha pois vantagem em saber-se como se deve operar, para que 
o valor em decimaes de uma fracção ordinaria inconvertivel 
dada seja obtido com uma approximação dada antes e ao 
mesmo tempo em conhecer-se um limite do erro que se com- 
mette, tomando-se por valor da fracção ordinaria dada o nu- 
mero decimal approximado (1). 


934. Avaliar uma grandeza a menos de uma unidade é buscar 
o maior numero de unidades contido nessa grandeza. Se o 


(4) Trataremos a primeira questão, deixando de parte a segunda de que nos 
occuparemos na theoria das approximações. 


+ 
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comprimento de uma linha, por exemplo, é comprehendido a 
entre 5 e 6 metros, 5 éo valor da grandeza a menos de uma 
unidade por defeito, e 6 é o valor i menos de uma unidade 
por excesso. 

1 14 


Avaliar uma grandeza a menos de E 70 é buscar o Maior 


multiplo d'essas fracções contido na grandeza dada, Em geral 


avaliar uma grandeza a menos do = É buscar o maior weg 
e.g 


de$ — z contido na grandeza dada. a 


runet as definições precedentes ás fracções, Suppo- 
t 
117 p 
nhamos que se quer ter o valor da fracção ~-= z5 fuma unidade 
proximo; basta para isso extrahir os inteiros contidos na frac- 


ção; assim achamos que 


4 é o seo valor por defeito, e 5 o seo valor por excesso a menos 
de uma unidade, 


235. PROBLEMA GERAL, Avaliar a fracção é amenos de i B 


Pode-sesempre achar dous multiplos de! w qui comprehendão 


zn Œ x É To 
a fracção pi Se + représenta o menor d'esses multiplos, tem-se ; 


ou multiplicando por n : 


qe Er < (041); 


Xn de : 
aa se acha comprehendido entre dous numeros que dife, 


LA 


s 
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rem em uma unidade, logo teremos o numero inteiro x extra- 


e ` PU Y E 
hindo os inteiros contidos na fracção x" 
j EAT A 


ApPLICAÇÕES. Séja proposto avaliar a fracção Ta a menos de 


dr applicando-se o que se disse precedentemente, acha-se 


44 
1S TE 204 
414 198 11º 
a fracção + AT O differe pouco de To 
valor E ultima commette- se um erro qne é justamente 


tomando-se a primeira por 


20 357.033 1 20 
ARTN aa gg O Wequer dizer que a fracção 1 


differe da fracção dada em fa ; 


22 
Seja a fracção a que se quer avaliar a menos de y : 
0 nomerador A nova fracção se obtem extrahindo-se os in- 


22 x 1000 
teiros contidos na fracção eis operando, temos : 


32 22 3h 
10º 7 103? 
ou 


99 
3,142 < T < 3,143. 


A avaliação aprigada de uma fracção ordinaria em de- 


cimaes a menos de yr - é pois um caso particular do problema 


géral, que ainda ja Did resolvemos, e cuja solução fornece 
a seguinte regra, 
236, REGRA, Para avalia- -se em decimaes amenos dez q uma 


e? TRATADO E. e 
fracção ordinaria, multiplica-se o numerador da fracção 


10”, divide-se o numero assim Rosi pelo doada 
para-se no quociente; n Ur ismos á ireita, PAR 


- Uma fracção ordinaria & 5 sendo dada: pode-se : sempre é 
duas pino decimaes aproximadas que cone 
fracção $ i uma representa o valor da fracção + i a menos de 


por doa ea outra por excesso. x 


= - 


. “a a 


% - Eraccões decintes periodicas, 


A E 
definidamente; o numero formado por esses algarismos c ana 
titue o periodo; a fracção é periodica simples, logo que pe 
do primeiro periodo se achão alguns algarismos, que não fa 


parte d'elle, 
A fracção decimal 


ba 


Ed 


237. Chama-se fracção decimal periodica uma fracção 


0,272127; s se». 


é periodica simples; 27 é o periodo; e a fracção 


Á j 0,346282898........ 


é periodica mixta e o periodo é 28. 


238. THEOREMA I. Toda a fracção ordinaria que não dá ni r 4 
aum quociente decimal exacto, dá lugar a uma fracção decimal 
P X E 


Seja z a fracção dada tal, que não dá lugar a um quociente 


fracção decimal periodica. Com cífeito, para se converter a 


£ ~ 


r B P 
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En . tage 
fracção i em decimaes, escreve-se à direita de n um numero 
< 


indefinido de zeros e operh-se a divisão por d; na serie das 
divisões parciaes o menor resto que pode apparecer é a uni- 
dade e o maior (d—1); não podendo haver maior que (d— 1), 

-nenr menor que 1, o numero dos restos differentes que se po- 
dem appresentar é ao maximum (d — 1); logo que se tiver 
feito pelo menos (d — 4) divisões parciaes, continuando a ope- 
ração as outras divisões parciaes não podendo dar lugar a um 
resto nullo, darão lugar necessariamente a um resto ja eseripto; 
à direita d'este escreve-se um zero, o que forma um dividendo 
parcial já obtido, que dividido pelo mesmo divisor dará ao 
quociente um algarismo já escripto c um resto já obtido, e 
assim por diante; de sorte que os algarismos do quociente se 
repetirão periodicamente, 

CGonoLLaRIO. Pelo raciocinio precedente vê-se que, o numero 
dos algarismos do periodo mais o numero dos algarismos que 
precedem o primeiro periodo fórmão um numero menor que o 
divisor. 


Busca da fracção ordinaria geratrix de uma fracção 
decimal periodica, 


939, THEOREMA II. À fracção ordinaria, geratrix de uma frac- 
ção decimal periodica simples, tem por numerador um periodo, 
e por denominador um numero formado de tantos 9, quantos 


algarismos ha no periodo. 


Consideremos a fracção 0,272727.....: a representando uma 
fracção ordinaria equivalente á fracção 0,272727..... 27, na 
qual se tomarão n periodos, temos : 


4==0,272727..4. 2727; (1) 


multiplicando esta igualdade por 100 : 
100 x 4==27,2727...60. 27, (2) 


= —. 
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e subtrahindo (1) de (2), temos : 


E7 
— = 9 — r 
100.4 —a 7 Tod 9 
ou 
27 
99.a = 27 — gm 


À medida que se tomar n maior, mais o valor da fracção 


decimal periodica dada se approxima da exactidão; de outro | 


lado, quanto maior fôr n, tanto menor será a fracção mos , 


que tem por limite zero se n cresce indefinidamente; isto é, se 
a fracção decimal periodica dada é considerada com sco valor 
limite; logo 


lim, 99.a = 21 , 
d'onde : 


lim , a = z! 0; q. end. 
. 99º 


Assim é é o limite para o qual tende a fracção 0,2727127... 


á medida que se toma um numera de periodos cada vez maior. 

240. Observação. A fracção ordinaria geratrix de uma fracção 
decimal periodica simples é susceptivel de simplificação. O de- 
nominador, contendo somente algarismos 9, depois da simpli- 
ficação, se houver, nunca conterá o factor 2 

241. THEOREMA HI. A fracção ordinaria ‘erantz de uma 
fracção decimal periodica mixta tem por numerador o numero 
formado dos algarismos da parte não periodica e do periodo, 
diminuido da parte não periodica ; e por denominador o nu- 
mero formado de tantos 9 quantos algarismos ha no periodo, 
seguido de tantos zeros quantos algarismos ha na parte não 
periodica. 

Seja proposto, por exemplo, determinar a fracção ordinaria 
geratrix da fracção 0,435272727,...3 < 
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Ponhamos : 


a a =30,1852727...., 2721, <ã 
p ÇA 827 
n sendo o numero de periodos considerado ; multiplicarido a E 
igualdade acima por 10º, e depois por 40º, temos : a. 
J 
100000. ==43527,27..... 2727, € 


41000. a= ~h35,27..... . 2727; 


subtrahindo a segunda da primeira, temos : 


s - 27 
99000. a= (43527 — 435) — preto < 


Repelindo o mesmo raciocinio (nº 240) ver-se-hia que ss 

27 E Mdr.. , 

10x 10%’ tem por limite zero, logo que n cresce indefinida- | 
mente ; por conseguiente 


lim . 99000. a = 43527 — 435 


z 43927 — 435 
elim. a=. mr, 


og ena d. 


242. „Observação I. O numerador de uma fracção ordinaria 
geratrix de uma fracção decimal periodica mixta nunca termina 
em zero; se assim fosse, o ultimo algarismo do periodo seria 
igual ao ultimo algarismo da parte não periodica, porêm en- 
tão o periodo começaria por um algarismo antes. 

Observação II. O theorema precedente applica-se tambem 
aos numeros decimaes, considerando-os como fracções perio- 
dicas mixtas. 

É facil ver-se que 


25 9 K 
nE e cm A A 


99 — 99 
— h9x(100—1)+25__ 4925—49 
ea 99 E ec a AQ 


por isso que 99 = 100 —1, 


= —. 
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Do mesmo modo temos: x 
* aiir A 3278 — 327 e 
5 —— — + —. 
51,92784808h,.....==517 + 99000 E 
a 57 x 99000 + 32784 — 327 
a 99000 edi 
— 57 x (100000 — 1000) + 32784 — 327 5732784 — 57327 
Ti 99000 AR 99000 = ` 


243. THEOREMA IV. O denominador da fracção ordinaria ir- 


reduzivel, geratrix de uma fracção decimal periodica mixta, 


contem necessariamente um dos, factores 2 ou 5, ou ambos com 
«expoentes iguaes ou differentes; o maior expoente é sempre igyal 
ao numero dos algarismos da parle não periodica. 

O numerador não podendo terminar em zero, não pode con- 
ter ao mesmo tempo os factores 2 e 5; só poderá conter um 
delles, ou nenhum; por conseguinte, depois da simplificação 
se houver, existirá sempre no denominador ao menos um dos 
factores tendo o mesmo expoente, que a potencia de 10, que 
determina o numero dos algarismos da parte não periodica. 


24h, CoroLLARIO I. Logo que o denominador de uma fracção 
ordinaria não contem os foctores 2 e 5, porém outros, differentes 
d'aquelles, a fracção decimal equivalente á primeira é periodica 
simples. i 

A fracção decimal equivalente é periodica (n° 232), e perio- 
dica simples; porque, se não o fosse, seria periodica mixta , 
neste caso a fracção ordinaria geratrix d'esta ultima conteria 
no seo denominador o factor 20u 5 (nº 243), o que é contrario 
à hypothese. A 


245. Corortanrio II. Logo que o denominador de uma fracção 
ordinaria contem um dos factores 2 ou 5, ou ambos, juntos a 
outros factores differentes, esta fracção dá lugar a uma fracção 
decimal periodica mixta, na qual o numero dos algarismos da 
parte não periodica é igual ao maior dos expoentes de 2 e 5, que 
entrão n'aquelle denominador. 

A fracção decimal é periodica (nº 232), e é periodica mixta; 
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senão , seria poriodica simples : neste caso a fracção geratrix 
d'esta ultima não contegia no seo denominador nem o factor ~ 
2 mem o factor 5 (nº 24h), o que é contrario á hypothese. 
246. Consideremos emfim a fracção decimal periodica se- 
guinte 
0,99999....005 


empregando o theorema (nº 239), temos : 


lim. 0,9999..... ==; 


Com effeito, vê-se facilmente que à medida que o numero de 
periodos cresce, as fracções decimaes successivas diferem da 
unidade de quantidades que diminuem successivamente, € po- 
dem tornar-se menores que toda quantidade dada ; logo no 
limite a fracção 0,999...... iguala a unidade. 


EXERCICIOS. 


1. Calcular a fracção a approximada a 0,0001; 


h : 
Jl. Calcular a fracção 5 approximada a : ` 


to] o 


» Sb : 
gt. Calcular a fracção 995 approximada a 


Iv. A fracção no é convertivel em decimaes? Qual o seo 
valor ?. 

v. Determinar uma fracção, que tenha por denominador 40, 
equivalente ao inteiro 7. 

yI. Determinar a fracção ordinaria geratriz da fracção de- 
cimal 0,0037437487 4... 

vil. Determinar a fracção ordinaria geratrie de fracção 
n72,989898....++ 


cE=ESS, 
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geo = E -4 y 
q pe q ` i : EJ, 
ão o Roo E 

i va, Bústar uma re 

Sa equivalente á fracção à. DÊ ap vá 


IX. AR o e decimal p o 
. quando se tomão dous ou mais periodos em ps 
Re X Reduzindo-se, em decimaes du uas. fracções irredu 
A mesmo denominador, os periodos das duas fa 
De terão O mesmo numero A an 


i — BIBLIOTHECĂ aUBLIGA! 


o ps A cg 
_ ESTADO DO MARANHÃO 


LIVRO IV. 


Medidas, 


CAPITULO PRIMEIRO. 


SYSTEMA METRICO. 


Introducção. 


947. A concepção e introducção do systema metrico ou do 
novo systema de pesos e medidas, no territorio francez, é um 
monumento scientifico erigido á gloria da França. 

Este systema, notavel pela sua simplicidade, pela sua base, 
tomada na natureza; isto é, no globo que habitamos, e pela 
relação que tem com o nosso systema decimal, é o resultado 
do mais bello trabalho geodesico, que jamais fôra emprehen- 
dido por nação alguma, nem em seculo algum, 

Em 1790 a Assemblea Constituinte, surprendida dos graves 
inconvenientes que resultavão da grande variedade dos antigos 
pesos e medidas, encarregou a Academia das Sciencias de Paris 
pela lei de 8 de Maio do estabellecimento de um novo systema 
de medidas. 

Uma commissão foi pomeda pela Academia, composta de 
Borda, Lagrange, Laplace, Monge, e Condorcet, 


pa 
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Para fixar a medida de comprimento a natureza offerecia 
dous meios principaes: 4º o comprimento do pendulo que baite 
o segundo, 2º o comprimento do meridiano. A primeira medida, 
ainda que de uso facil, dependia de dous elementos, a gravi- 
dade, variavel na superficie da terra, e o tempo, cuja divisão é 
arbitraria. O segundo meio, que parece ter sido empregado na 
mais remota antiguidade, foi pois preferido. È 

MM. Delambre e Mechain, célebres astronomos françezes, 
encarregados pela Academia das Sciencias de Paris e munidos 
de instrumentos de uma exactidão até então desconhecida, 
emprehenderão a medida do meridiano d'aquella capital, ope- 


'. ui 


ração que já tinha sido executada antes pelo sabio Picard, e 
> 


verificada depois por Cassini e sco filho, 

Foi confiada a Delambre a parte septentrional, de Dunkerque 
a Rodez, distancia de 380000 toezas, e a Mechain o intervallo 
de Rodez a Monljoni perto de Barcelona contendo 170000 toezas, 

No fim de 7 annos de um trabalho, constancia e coragem 
incomparaveis, Delambre e Mechain entrarão em Paris tendo 
posto termo ás suas investigações scienlificas, feitas no meio 
de tempestades revolucionarias. Goncluírão esses astronomos 
de scos calculos que o quarto do meridiano, supposto ao nivel 
do mar, equivale a um comprimento de 5130740 toezas; a de- 
cima millionesima parte d'este comprimento, que se chamou 
metro, foi tomada por unidade de comprimento. 

No dia 22 de Junho de 1799 o padrão prototypo do metro em 
platina, na temperatura de gelo, foi deposto nos archivos do Es- 
tado, porém só foi no dia 13 de Septembro de 1801 que o novo 
systema se tornou obrigatorio. 

As grandezas consideradas nas sciencias Malhematicas são 
os comprimentos, superficies , volumes, € pesos. A reunião das 
unidades d'essas diversas grandezas constitue o systema me- 
trico, que tambem se chama legal por ser o unico aulhorisado 
pela lei; o systema metrico é dito decimal porque as divisões 
de cada unidade são submettidas á lei decimal. ° 

A unidade por excellencia é o metro, todas as outras se de- 
rivão d'esta. 


————————= 
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Medidas, de comprimento, 


248. A unidade principal para o comprimento é o metro. 
Os submultiplos e multiplos d'esta unidade : 
Millimetro ou um millesimo do metro ; 
Centimetro ou um centesimo do metro: 
Decimetro ou um decimo do metro ; 
sá Decametro ou dez metros ; 

EE Hectometro ou cem metros; 

E Kilometro ou mil metros ; 

Myriametro ou dez mil metros ; 
formão-se fazendo preceder a palavra metro dos 
nomes tirados do latim e do grego : 


Milli, centi, deci, deca, hecto, kilo, m yria, 
que significão : 

Millesimo, centesimo, decimo, dez, cem, mil, 
“dez mil, 

A figura à margem é um decimetro, as diyi- 
= sões0,4, 2...,10 são centimetros, e as menores 

milimetros. ` 
e As subdivisões e divisões do metro são outras 

tantas unidades que são empregadas segundo 
e as circunstancias, pois deve-se tomar uma uni- 
dade em relação ao comprimento que se quer 
medir. i 

Os physicos ordinariamente tomão por uni- 
dade o millimetro. 

Para as medidas itinerarias toma-se por uni- 
dade o kilometro, Na agrimensura a medida 
empregada éo decametro ou o hectometro. 

Para medir pequenos comprimentos empregão-se regoas de 
2 decimetros de comprimento (duplo decimetro), divididas 
em centimetros e millimetros, 


10 


13 
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Medidas de superficie. 


249, As unidades de superficie são quadrados tendo por 
lados as unidades de comprimento, 

A unidade principal é o metro quadrado; isto é, quadrado 
cujo lado é um metro, 


Os submultiplos d'esta unidade são o millimetro quadrado, 


o centímetro quadrado, o decimetro quadrado, quadrados 
tendo por lados respectivos o millimetro, o centimetro, e q 
decimetro. 

Os multiplos da unidade principal são o decametro qua- 
drado, O hectometro quadrado, o kilometro quadrado, o mij- 
riametro quadrado, Quadrados tendo por lados respectivos o 
decametro, o hectometro, o kilometro, ¢ o myriametro. 

Cada uma d'estas unidades vale cem vezes à unidade infe- 
rior; assim por exemplo o metro quadrado vale cem decime- 
tros quadrados. Esta propriedade dos quadrados, que se de- 
monstrã em Geometria, torna-se manifesta pela figura abaixo : 


To rA TR SER E TS 


£ 


Dividindo o metro de base em dez partes iguaes, condu-" 
zindo pelo primeiro ponto de divisão da altura a partir da 
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base uma parallela à esta, e pelos differentes pontos de di- 
visões da base linhas parallelas á altura até'o encontro d'a- 
quella parallela, obtém-se um rectangnlo composto de 40 de- 
cimetros quadrados; ora o quadrado de um metro de lado 
compondo-se de 10 rectangulos iguaes à aquelle, contem 
40x10 ou 100 centimetros quadrados. 


Assim 

Um myriametro quadrado vale 100 kilometros quadrados. 
Um kilometro quadrado. — 400 hectometros quadrados. 

Um hectometro quadrado — 400 decametros quadrados. 

Um decametro quadrado — 400 metros quadrados. 

Um metro quadrado — 400 decimetros quadrados. 


„Um decimetro quadrado — 400 centimetros quadrados, 
Um centimetro quadrado. — 400 millimetros quadrados, 


A unidade principal para a medida dos-terrenos €o deca- 
metro quadrado que se chama are, O multiplo e o submultiplo 
dq are, empregados, são : 

O hectare que vale 100 ares = 1 hectometro quadrado, 

« ; 1 E 

O centiare que vale TEN doare = 1 metro quadrado. 


As outras unidades de superficie não receberão nomes par- 
ticulares, 


Medidas de volume ou capacidade, 


250. As diferentes unidades de volume são cabos tendo por 
Jadog as differentes unidades de comprimento. 

A unidade principal é o metro cubo, cujo lado tem um me- 
tro de comprimento, ~ 

As unidades multiplas da principal não são empregadas; 
empregão-se porém as submultiplas, taes como o decimetro 


“eubo, € O centimetro cubo, 
“Cada uma d'estas unidades vale 1000 vezes a unidade im- 
» 
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mediatamente inferior, assim o metro cubo vale 1000 decime- 
tros cubos, o que se pode ver pela figura seguinte : 


= 


O metro cubo toma o nome de stêre, logo que é empregado 
para medir madeira de carpinteiria, j di 
O multiplo do sttre é o décastêre, que vale dez stêres, e o 

submultiplo o decistêre, que é um decimo do stêre, 


MEDIDA DE LIQUIDO. 


A unidade que serve na medida dos liquidos e grãos £o 
litro, cuja capacidade equivale ao decimetro cubo. 
As subdivisões do litro são: =- =" 


0) decilitro que vale a decima parte do litro, 

O centilitro que vale a centesima parte do litro. 

O litro empregado na medida dos liquidos é um cylindro 
em estanho, cuja altura é o dobro do diametro da base, O 
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litro empregado na medida dos grãos é um cylindro de ma- 
deira, cuja altura é igual ao diametro da base. 


Medidas de peso. * 


R 254. O grammo é a unidade de peso ; é o peso no vácuo de 
um centimetro cubo d'agua distillada na temperatura dei 
grãos do lhermometro centigrado, onde a agua adquire sua 
densidade maximum. 

As subdivisões e divisões do grammo são ; 

O milligrammo ou um millesimo do grammo. 

O centigrammo ou um centesimo do grammo. 

O decigrammo ou um decimo do grammo. 

O decagrammo ou 10 grammos, 

O hectogrammo ou 100 grammos. 

= O kilogrammo ou 1000 grammos. 

O myriagramano ou 10000 grammos. 

O quintal metrico que serve para fortes pesadas vale 100 
kilogrammos. 

A tonelada empregada na carregação dos navios, vale 1000 
kilogrammos. 

Observação. Um litro d'agua distillada no maximum de den- 
sidade pesa um kilogrammo, e a tonelada de marinha é o peso 
de um metro cubo do mesmo liquido. 


Medidas monetarias. 
DJ 
952, A unidade monetaria é o franco. (0) o é uma peça 


de prata iaar 3 cinco grammos, € contendo < 10 g do seo peso 


e, 
de prata, € 7 de cobr 
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As subdivisões do franco são : é 
O decimo ou um decimo do franco. f 
O centimo ou um centesimo do franco. z 
is moedas de ouro contem tambem, um decimo de cobre; 
esta liga dá á moeda uma dureza que não teria, se fosse fabri- 
cada com prata ou ouro puro. a 
» A razão que existe entre os valores de um mesmo peso des 
ouro e prata foi fixada a 15,5. i - 
As moedas de bronze são formadas de 95 partes de cobre- 
puro, 4 d'estanho, e uma de zinco. 


TABOA DAS MOEDAS FRANCEZAS. 


DIAMETRO 
em 
MILLIMETROS, 


PESO 
em 
GRAMMOS, 


NOME DAS PEÇAS. 


12,90322 r 
OURO 6,45461 
3,22580 
4 
b 
PRATA 
2, 
me 
4 


Como seria muito dificil na fabricação das moedas dar a 
cada uma o peso legal, a lei tolera um pequeno erro para mais 
ou para menos ; esse erro que se chama tolerancia, é 0,002 do l 
peso da peca. ho . 

Chama-se TITULO a razão do peso da quantidade de ouro ow 
prata pura contida em uma liga qualquer ao peso da liga, 


Assim, quando se diz que 0,750 é o titulo de umo joia d'ouro, 


o 


. 


. 


DE ARITHMETICA. 199 
deve-se comprehender que sobre 4000 grammos de liga ha 
750 grammos de ouro paro. 


Existem tres litulos legaes para as obras de ouro que são : 

r 0,920, 0,840, 0,750; 05 titulos legaes para as obras de prata 

são 0,950, e 0,800. O titulo das moedas de ouro e prata é 

0,900. > 

As despezas Ge fabricação das moedas são fixadas pela lei 

a 6º por um kilogrammo de ouro, e a 1,50 por um kilogrammo 
de prata, de maneira que um kilogrammo de prata no titulo 
de 0,909 vale somente 200 — 1,50 == 198,50, e um kilogrammo 
de ouro no mesmo titulo vale 200 >< 15,5 — 6 = 3094, assim : 


900 de prata pura valem 196‘, 5 


50 m Z 
o A 
9008 de ouro puro valem 3094", > 5 
logo: 2 4i 
safe 198, 50 aT 
y- 1ë de prata pura- vale . aa ; e 
"900 O “q MA 
d = . o e à GJ 
e + E = 0 y 
te de ouro puro vale . aA pis Ea 
900 i 
se "9 a 
e em seguida : a e 
198,50 x< 1000 g 
ks de prata pura vald "2 tS g 
l 1000: ou 1*8 de prata pura vale TN 2208, 567, r 
p a o 
SA 3094 x 1000 Q 
-10007 ou 1% de ouro puro valë => = 34311718, 
a 
` Divisão da Cireumferencia. 
253. À circumferencia é uma linha curva fechada, cujos 
pontos, 


situados em um mesmo plano, estão igualmente dis- 
-~ tantes de um ponto interior, chamado centro, 
» 


A circumferencia se divide em 400 partes iguaes chamadas 


ho 
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grdos, o grão em 100 minutos, e o minuto em 100 segun- 
dos, etc, 
Escreve-se por exemplo um arco de 19 grãos, 55 minutos, e 


nro 


13 segundos : 19º 55' 13”, Esta divisão não foi adoptada. 


EXERCICIOS, 


. 


I. A medida de um comprimento é 2h37º h37, exprimir essa 
medida successivamente em kilometros, decimetros, decametros 
e millimetros. 

HU. A medida de uma superficie é 2h tt.m.s. 427945, expri- 
mir essa medida em decimetros quadrados, e em metros qua- 
drados. 

HI. A medida de certa superficie é 2463207 centigres, expri- 
mir essa medida em hectares, “4 

IV. A medida de certo volume é 432792 n92070, expri- 
mir esse volumesem hectometros cubos, e em decimetros cubos. 

V. A medida de certo liquido é 0397,127, exprimir essa me- : 

“dida em hectolitros, e em decilitr "os, ] 

VI. Um sacco contendo prancos pesa 1155 kilogrammos, per- 
gunta-se o numero de francos, 

VII. Um sacco contem 150 peças de 5 francos, qual o peso do l 
sacco ? i o 


VII, Em virtude da defi migao do litro, determinar o peso de 
um litro d'agua. 

IX. Sabendo-se que 20 francos em prata pesão 100 grammos : 
pergunta-se o peso de 20 francos em ouro, 

X, Um objecto de prata de titulo 0 1950 pesa um kilogrammo; 
qual é o seo valor intrinseco? x 
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AAE: 
SYSTEMA BRASILEIRO DE PESOS E MEDIDAS — z 


NUMEROS COMPLEXOS. — COMPARAÇÃO ENTRE 03 "K | 
SYSTEMAS FRANCEZ E BRASILEIRO, ' Yo 


Systema brasileiro, 


954. Damos aqui as principaes unidades de medidas em- 
pregadas no Brasil (1). 


Medidas de comprimento, = 


A unidade de comprimento é a vara. Eis os multiplos e sub- 
multiplos d'esta unidade: 


4 braça vale 2 varas. 

1 vara — 5 palmos. 

4 palmo — 8 pollegadas. 
4 pollegada. — 12 linhas. 
Ape — | | 


la 
RA 


ia As medidas itinerarias são : V 


A legoa que vale 3 milhas. 
A milha que vale 947: bracas. 


(1) As medidas do Brasil com seos valores correspondentes no systema me- 
trico nos forão fornecidas por M, Silberman, conservador no Conservatorio das 


Artes e Offcios. 
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Medidas de superficie, 


255. As differentes unidades de superficie são quadrados, 
cujos lados são as unidades correspondentes de comprimento, 

Para medir terrenos emprega-se ordinariamente a braça 
quadrada, è algumas vezes a geira que consta de 400 bracas 
quadradas, 


Medidas de volume ou capacidade. 


256. Para os liquidos são : 


O lone! quevale 2 pipas. 

\ pipa — 26 almudes, 
Oalmude = 42 canadas, 

A canada — 4 quartilhos. 


Para os seccos são : 


O moio - que vale 45 fangas. 


A fanga — — 4 alqueires. 
O alqueire — k quartas, 
À quarta — «2 Oitavos. 


Tambem se usa do palmo cubico. 


Medidas de peso. 


257. A unidade principal é a libra; os multiplos e submul- 
tiplos desta unidade são : 


A arroba que vale 32 libras. . 
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Alibra _ — 2 marcos. 
_ O marco pn 8 onças. 

A onça — 8 oitavas. 

A oitava- — 72 grãos. 


Para as grandes pesadas empregão-se tambem ô quintal-que 
vale 4 arrobas, € a tonellada 54, 


& x - 


Nácdidas monetarias, 


258. A unidade principal é o real, moeda imaginaria. 

As moedas de ouro e prata no Brasil tambem teem certa 
liga deum metal inferior; a pureza do ouro avalia-se por qut- 
lates, grãos oitavas, € a fineza da prata por dinheiros, grãos 
e quartas. 

Quilate é o peso de ouro puro equivalente ao peso da vige- 
sima quarta parte de uma barra qualquer, Se, dividindo uma 
barra em 24 partes iguaes, 21 dessas partes são de ouro sem 
liga € as outras 3 de um metal inferior, diz-se que o ouro | 
d'aquella barra é de 21 quilates; o de 24 quilates é o ouro 
sem liga alguma. O quilate divide-se em 4 grãos, e o grão 
em 8 oitavas. 

Dinheiro é o peso de prata pura equivalente ao peso da 
duodecima parte de uma barra qualquer. O dinheiro divide-se 
em 24 grãos, co grão em 4 quartas ; a prata de 12 dinheiros 
não contem liga alguma, e a de 41 contem 11 partes de prata 
pura e 1 parte de metal inferior, etc. ; 

O ouro amoedado é de 22 quilates, € a prata de 44 dinhei- 
ros; à razão legal do ouro á prata amoedada foi fixada no 
Brasil a 454. O ouro das joias ou objectos de ouro deve ser 

-de 20 1/2 quilates, e a prata de 10 dinheiros e 6 grãos. 
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TABOA DAS MONDAS 


TENDO CURSO FREQUENTE NO BRASIL, 


VALOR LEGAL 
no 
BRASIL, 


ae me er 
Peça de 6 400 reis. 4 oitavas 10 000 reis | 
4000 — 2oit 48 grãos| 5625 
2 000 — em proporç.| em proporção. 
1000 — — — 


NOME DAS PEÇAS. 


j Peça de 3 patacas 74/2 oitavas 1 200 reis, 
— (960 réis). 
640 — em proporç. 800 
320 400 
160 200 
80 100 


Divisão da circumferencia, 


259, A circumferencia divide-se em 360 partes iguaes cha- 
madas gráos, o grão em 60 minutos, o minuto em 60 segun- 
dos. Escreve-se m arco qualquer como no systema metrico. 

Esta divisão da circumferencia prevaleceo. 


Medida do tempo. 


260. A unidade de tempo é o dia; o dia é o tempo que 


emprega a terra para executar uma revolução completa em 
torno do seo eixo. 


O dia divide-se em 24 horas, a hora em 60 minutos, O 
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minuto em 60 segundos, etc.; escreve-se 8 horas 25 minutos 
e 44 segundos: 8! 25" 14º, 

O tempo empregado pela terra para executar sua revolução 
completa em torno do sol chama-se anno, que consta de 
363474 dias. O anno civil consta de 365 dias ; todos os quatro 
= anos ha um de 366 dias, que se chamou bissexto, afim de 


| 1 x 
* Compensar a perda de i de dia em cada anno. 


l O anno se compõe de 12 mezes : Janeiro, Fevereiro, Março, 

+» Abril, Maio, Junho, Julho, Agosto, Septembro, Outubro, No- 
vembro, Dezembro, 

Teem 30 dias, Abril, Junho, Septembro e Novembro; Feve- 

reiro 28 nos annos ordinarios, 29 nos bissextos; e os outros 34, 


| Numeros complexos. 


: 261. Os numeros concretos que encerrão differentes especies 

RE ade unidades, dependentes umas das outras segundo uma lei 
determinada chamão-se numeros complexos; assim 8%" 30e 
Tot ve rar gwl: 7rol são numeros complexos. 


ADDIÇÃO. 


262. Seja proposto por exemplo determinar a somma e 


ti l; " 
Seguintes arcos ; 27º 58' 43” Fo 49º 43/ 48" + z 49° 20 +3 


o 
oge 580 ABS 
19º 430 ASS 
no 0 C20F4 É 
ROS Gqoy ga els 


9º) 4 ar 


Dispostos os numeros como acima se vê, addicionão-se as 
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Pa 1 s 43 +. ha 
ves = -H -H o0 que dá 1- ==; es -5e —, e retem- 
fracções g rg tgo que dá 4 + gg escreve-se goy Te 
se 4 que deve ser ajuntado á somma da seguinte columna; 


1-134- 48--20 segundos fazem 82 segundos, que se com- 


põem de 60”, ou 1º, mais 22”, que se escreve debaixo da co- 


lumna dos segundos, guardando-se 4º de reserva; 1 -+-58-+-13 


minutos fazem 72 minutos ou 4 grão mais 12 minutos, que ge es- 


creve sob a columna dos minutos, ajuntando-se a unidade de re- 
serva á seguinte columna, cuja somma , 89º grãos, é escripta 


debaixo della. Assim 89º 12/99" + o é a somma dos. nume- 


ros dados. 


SUBSTRACÇÃO. 
263. Seja proposto por exemplo determinar a diferenca dos 
dous arcos : 48° 1244", N, e 143º 24 49", 8, 


h3º 12; Meski 
13º 214º 49”, 8 


3 50 9, 6 


Dispôem-se os numeros como na addição, e subtrahem-se as 
unidades do subtrahendo das correspondentes no minuendo, 
empregando-se o mesmo raciocinio como na subtracção dos nu- 
meros inteiros. Assim não se podendo subtrahir 8 de 4, subtrahe- 
se 8 de 14, o que dá 6, que se escreve no resultado , porém 
tendo-se augmentado o minuendo de 10 decimos ouuma unidade 


deve-se fazer a mesma alteração no subtrahendo ; temos pois. 


que subtrahir 50” de 14”,o que é impossivel, porém ajuntando 
60"a 44", e diminuindo 50” de 74”, temos a differença 24”, que 
se escreve sob a columna dos segundos; augmentando por 
*compensação o subtrahendo de 60” ou 4º, temos que subtrahir 
22º de 12º, o que é impossivel, porém operando como prece- 
dentemente achamos 50',e 34º, que se escreve em seos lugares 
competentes; a diflerenca buscada é pois 34º 50! 2h", 6, 


4 
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MULTIPLICAÇÃO, 


4 


96h. Esta operação entre os numeros complexos tem por 
fim compôr o producto com o multiplicando como o multipli- 
cador é composto com a unidade de sua especie, de modo 
que multiplicar por um numero complexo é multiplicar pela 
razão d'esse numero a unidade principal de sua especie. 

Primeiro CASO. Multiplicar um numero complexo por um 
numero incomplexo. f 


Seja proposto multiplicar 5º 34" 47º por 5. 


ht Mm 17 


22» 36m 29 


Dispostos os numeros como na multiplicação dos numeros 
inteiros, opera-se começando pelas unidades mais baixas do 
multiplicando ; 17:-x 5 dá 85', que se compõem de 60: mais 


25: , que se escreve no resultado, guardando 1” de reserva 


Para ajuntar-se ao producto parcial seguinte; continuando : 


“Mrs 5-1" fazem 156”, que equivalem a 2! mais 36", que 


se escreve no producto total, guardando 2" de reserva para 
ajuntar-se ao producto parcial seguinte; 4º x 5 + 2* fazem 
22 que se escreve no resultado; o producto buscado é pois 
22" agr 251, 

Este proceder ainda que natural seria muito longo, se o 
multiplicador fosse um numero muito grande; vamos indicar 
outro, conhecido sob o nome de multiplicação por partes ali- 
quotas, que permitte chegar ao resultado de um modo muito 
mais simples : decompôem-se as colleções das unidades que en- 
cerra o multiplicando em partes aliquotas du unidade imme- 
diatamente superior, isto é, em partes que sejão divisores exac-. 
tos Paquella unidade, 
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Seja proposto como exemplo multiplicar 44 almudes 40 ca- 
nadas 3 quartilhos por 225. 


io 1064301 - 
225 
92h75 tm. 
Producto de 6º" por 225,,112, , gem 

= dum n 56.. 3 

a 4 can. ss 18 Tr 9 

E 0 A Meg ET 

pa A quort. TIR h. 4 8 Eos! 4 
29676%™. Gan Squart, 


O producto de 11 alm, por 225 é 2475 alm. Decompondo 
10 canadas em (6 -+-3-+-1) canadas, que são partes aliquotas 
do almude, temos que multiplicar successivamente 6 can., 
3 can., 4 can, por 225, em lugar de multiplicar 10 can. por 
225. Ora 6 can. sendo a metade de 4 alm. é claro que o pro- 
ducto de 6 can. por 225 é o mesmo que a metade do producto 
de 4alm. por 225 ou a metade de 225alm,, que vem a ser 
1412 alm, e 6 can. Tomando a metade deste ultimo numero; isto 
é, 56alm, 3 can., teremos o producto de 3 can. por 225, por 
isso que 3 é a metade de 6. O producto de 4. can. por 225 é 0 
terço do producto precedente; o terço de 56alm. é 18alm., =; 
restão 2alm., que valem 24 can., mais 3 can., 27can,, cujo 
terço é 9 can.; assim o producto de 4 can. por 225 é 18 alm. 
9 can. Decompondo 3 quartilhos em (2-+-1) quartilhos, partes 
aliquotas da canada, temos que multiplicar successivamente 
2 quart., 4 quart. por 225; 2 quart. sendo a metade de uma 
canada, é claro que teremos o producto de 2 quart. por 225, 
tomando a metade do producto precedente; a metade 18 alm. 
é 9 alm., a metade de 9 can. é 4 can., resta 4 can., que vale 
4 quart., cuja metade é 2 quart.; assim o producto de 2 quart. 
por 225 é 9 alm. 4 can. 2 quart. Tomando a metade d'este ul- 
timo numero obtem-se o producto de 4 quart. por 225; a me- 
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tade de Salm, é halm., resta talm., que vale 12 can., mais 
f can, 146 can. cuja metade é 8 can., em fim a metade de 
2 quart. é 4 quart. Addicionando acha-se que o producto pe- 
dido é 2676 alm. 6 can. 3 quart. - 

SEGUNDO CASO, Multiplicar um*`numero complexo por outro 
complexo: i 

Seja proposto o seguinte problema : 4º de obra tendo cus- 


tado 1444381414 qualé o preço de 295" 5r- 8t +5 (1). 


A questão tem por fim multiplicar 1%- 43: 444 pela razão 
do multiplicador à toeza, ou- pelas razões respectivas de 
2250 ,.52,8! cs qQ uma linha á toeza : vamos pois eltectnar 
essas quatro multiplicações. 


lib. s. d. 
EE ESNE EES 


x Get f 9 
295 es EE ido EN: 1S (042 + ($+$) 
Prod” por 2251.,2632% e.. 6“ 

2592 

— TIS NRO e 4 1 OU x KE 4 5184 
2 3456 

= Fea Ii iaoi qi 
77 2772 

— SG RS bs ir Sa Etr , 5184 

9 € 
E DU od, RS OR ia lide 


1324 58h 


ROA O MS A q up 


4190 5626 
hA lib. r p Erat or aea 
gou o Sitis FÃ 


(1) No antigo systema francez a unidade de comprimento era à faeza que valia 
É pés, o pé 12 polegadas, a pollezada 12 linhas, a linhas? pontos, A unidade 
Monetaria era a libra, que valia 20 saldos, o soldo 12 dinheiros, 


14 
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O producto do multiplicando pela razão de 225! á loeza ob- 
tem-se como no primeiro caso. 

Decompondo-se 5º em (3 4-2) pés, partes aliquotas da toeza e 
sabendo-se que o multiplicando é o preco d' uma toeza de obra, 
o preço de 3 pés ou meia toeza será a metade do multiplicando; 
isto é, 5% 46» 41% 4 t; 9 sendo o terco de 1t, 0 preco de 
2" será o terco do preço de 4º ouo terço do multiplicando, que 
vem a ser 3 47:43 +23 Decompondo 8º em partes ali- 
quotas da pollegada; isto é, em (6 -+ 2) linhas, teremos o 
preço de 6º, procurando antes © preço de 4 pollegada, que 
é 3 do preço de 2 pés, c que se acha facilmente ser 
0%» 37 34 + 2% Ora 6 linhas sendo igual a meia pollegada, 
obtem-se o preco de 6 linhas, tomando a metade do preço de 
uma pollegada, que vem a ser Qu 4“ 7%- vi; Tomando 0 
terço este ultimo numero ; isto é, 0. Qu 64 -p “li obtem-se 
o preço de duas linhas; teremos o preço de è ou 4 da polle- 
gada, tomando a quarta parte do prego de 2 pollegadas, que 
se acha facilmente ser 040» 4% 185; tomando 4 d'este namero 
oblem-se o valor de £, e em seguida o valor de 2 multiplicando 
o precedente por 2. Addicionando tudo, comecando pelas 


fracções, obtem-se o producto pedido : 2641- 18 ga. s% 


5184* 


DIVISÃO. 


265. Distinguimos tres casos na divisão dos numeros com- 
plexos. 


PRIMEIRO Caso. O dividendo é numero complexo, e o divisor 
incomplexo, 

Seja proposto o seguinte problema : 13º de obra custárão 
140 46» 4144, qual é o preço de uma toeza ? 

O dividendo sendo o producto do divisor pelo quociente é da 
especie de um d'elles, ora o dividendo exprimindo libras eo 
divisor toezas, o quociente pelo enunciado do problema deve 
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exprimir libras: por conseguinte, a questão tem por fim di- 
vidir 140% 46% 44% pelo numero 43 , considerado como ab- 
stracto, 


440 46% 444 | 43 


130 410216 87 E 
10 r 
© © 0 
O rm 
a 2,4 200º 
to = 46 
=> ae e 
SP E ao 
< == 208 
t a . 
E -G 8 
o RY) 
= ~ 
O E 964 
o o e E 
=D 
m ul 407“ z 
104 
3 


Dispondo o dividendo e o divisor como na divisão dos nume- 
tos inteiros divide-se 140” por 43 , o quociente é 10“ „e ha 
um resto 40 ** que se deve ainda dividir por 13; converte-se 
10“ em soldos, multiplicando 10 por 20, o que faz 200:, mais 
16 soldos do dividendo, 216º ; 0 quociente de 216 por 13 616º x 
€ o resto da divisão é 8' que se converte em dinheiros multi- 
Plicando 8 por 12, 0 que faz 96º, mais 11 soldos do dividendo, 
1074; divide-se em fim 107- por 13, e acha-se por quo- 
ciente 8 -p 2: 40446: 84 + que é o quociente pedido. 

SEGUNDO CASO, O dividendo e o divisor são numeros complexos 
de especie differente. 

14, 
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Seja proposto dividir 27% 15* 41% por As 37: 44r -. Ve-se fa- 
cilmente que o quociente deve exprimir libras; trata-se pois 
de dividir o dividendo pela razão do divisor á toesa. Ora 
he3e Met = 335", e por isso que a toesa contem, 72”, 
335 


a razão do divisor á toesa é 73 


«O quociente pedido é pois 


Q7 ti AB e 44 dose 72 ” 
385" + operação que sabemos effectuar. 
TERCEIRO Gaso. O dividendo e o divisor são numeros com- 


plexos de mesma natureza, 


Neste caso a especie das unidades do quociente é determi- 
nada pelo enunciado da questão, assim como vamos ver no 
seguinte problema : 


Uma toeza de obra custa 2% 44º, quantas toezas de obra se 
terá por 5h" 13º 40%? 

Nesta questão o quociente bnstado exprime toezas, O divi- 
dendo sendo o producto do divisor pelo quociente; isto é, pela 
vazão do quociente á toeza, teremos essa razão tomando a de 
5h tb. 49% 404 4 PU 44 té ora 542. 43º 404 = 131264, e 9 dit. 

; & EEA 91200 ; 
414º = 6124, logo a razão pedida é sm € em seguida o quo- 
ciente buscado é o quociente da divisão de 13126' por 612, 0 


que se sabe fazer (nº 265 — 4º caso). 


Todas as questões sobre os numeros complexos podem ser 
resolvidas facilmente pelo calculo das fracções ordinarias, re- 
duzindo as subdivisões da unidade principal de cada numero 
complexo em fracções d'aquella unidade. Querendo por < 
exemplo dividir 27% 45» 1“ por h! 3º 44, converte-se 
45º 414 em uma fracção ordinaria da unidade principal que é 
a libra, e 3? 11º! em outra da toeza, de maneira que o quo=sá 
ciente pedido é o mesmo que o de 27!» t% por a'H. S 


“+ 
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Comparaçao entre 05 systemas Francez e Elrasileiro, 


Medidas de superficie. 
braça quadrada . . 4m 984 
palmo quadrado. . O ,90484 


—— 


pollegada 


Medidas de volume. = 


palmo. . . - 
palmo cubico. . . . Que 044 


pipas oA a Ta n ia 70l 
4 canada 
quartilho 
milha 5 5 moio. ... 


leguan. e e o e o o 5000™,85_ | 4 alqueire 
D 


NOMES DAS PEÇAS. pas VESO. jogge um VALOR. 
ouno | Pesa de 6,409 reis] 0,947 | 145,3437 | 135,1484 | A5tasgi 
| — 4,000 — | 0,917 | 2,0684 | 7,3960 | 25,4750 

À — 960 — | 0,917 | 26 ,8945 | 24 .6533 5,4785 
BATA | 640 — | 0,947 | 47,9297 | 16,5355] 3,6525 


r ie a e des 


EXERCICIOS, 


I. Borda achou que o comprimento do pendulo que bate o 
segundo no Observatorio de Paris é de 440, 5593. Determinar ` 
esse comprimento em metros. À 

IH. Sabendo-se que 81 libras valem 80 francos, determinar em 
francos; decimos e centimos o valor de 437% 47º 414 

II. Em um certo circulo, o comprimento do arco de 97º 24'47"2 
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vale 23 metros. Qual é em gráos, minutos e segundos o com- 
primento do metro? 

IV. O comprimento de 4º tomado em um certo circulo é igual a 
824", 21; qualéo comprimento do arco de N7º 28' 33"? 

V. A distaicia do pólo boreal ao equador vale 40,000,000 de 
metros; tambem vale 90 gráos. Qual o comprimento de um 
gráo?. 

VI. Chama-se legua de 25 ao grão, a 25" parte de um grão, 
Quantos metros contem a legua de 25 «o gráo? 

VH. Avaliar em gráos, minutos, e segundos os 3 de 909, 

VII. Pergunta-se o que-é o arco h2» 27 32" em relação á cir- 
cumferencia, - 

IX. Converter 98s „25792 (systema metrico) engráos, minutos 
e segundos. 


X. Converter 58°27 43" em gráos (systema metrico). 
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CAPITULO PRIMEIRO. 


QUADRADO, — RAIZ QUADRADA; 


Quadrado. 


266. Quadrado ou segunda potencia de um numero éo pro- 
ducto d'esse numero por si mesmo; assim 5 x5 ou 25 é o qua- 
drado de 5 e se indica 5 *. 

x RI S S A F 

O quadrado da fracção = é =x =z r=; assim da st- 

SAD O mm TOROA AS 


guinte igualdade 


concluimos que para elevar uma fracção ao quadrado é 
necessario elevar ao quadrado cada um dos seos termos, € se 
a fracção é irreduzivel o quadrado sei tambem uma fracção 
irreduzivel, 
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Os quadrados dos numeros ; 


PROP Sh a 6148 Colo 
são L h59 16 25 36 49 64 81 100. 


Os numeros da segunda linha são ditos quadrados per- 
feitos. r f | 

267. THEOREMA I. Quando um numero ndo é quadrado per- 
feito, não existe numero algum, que elevado ao quadrado re- 
produza o numero proposto. 

Se N não é quadrado perfeito de outro numero inteiro, sup- 


: o > Q A . 
ponhamos que o seja do numero fraccionario A então leria- 
mos : é 


u” 


N=rr i 


a E ; a? : f 
porém TA sendo uma fracção irreduzivel, E é tambem irreduzi- 
vel, logo ter-se-hia um numero inteiro N igual a uma fracção 
irreduzivel,o que é absurdo. 

265. THEOREMA II. Se os dous termos de uma fracção irredu- 
zivel não são quadrados perfeitos, não existe numero algum, 
cujo quadrado seja igualá fracção proposta. 

y : í E : Rd a 

Se os dous termos a é b da fracção irreduzivel 7 !!ão são qua- 

: ar . 7 
drados perfeitos, g Não pode serigualao quadrado de = , Îrac- 


cão tambem irreduzivel, porque então teriamos : 


c em seguida, 


Logo, para que uma fracção irreduzivel possa ser quadrado de 


“ 


b 
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Outra, é necessario que os dous termos sejão quadrados perfei- 
los ; é evidente que a condicção é sufficiente. 


269, THEOREMA IL. O quadrado da somma de dous numeros é 
_ gual ao quadrado do primeiro muis duas vezes o quadrado do 
Primeiro pelo segundo, mais o quadrado do segundo. 


Representando (a + b) a somma de dous numeros a e b, o 
Quadrado da somma será : 


ca -+ b) = (a + b) x (a +b); 


efectuando a multiplicação no segundo membro (nº 79) 
lemos: 


ut+-b=uxataxb+r-axb+bx b. 
du (a+b =e t2 xaxbtb o, q. en d 


Observação I. Todo numero podendo ser decomposto em 
dezenas e unidades, o quadrado de um numero se compõe: 
do quadrado das dezenas, mais duas vezes o producto das de- 
zenas pelas unidades, mais o quadrado das unidades, 

Assim 3646 == (3640 + 6) e por conseguinte : 


(3646): == (3640 + 6)? == (3640)? + 2 x 3640 x 6 + 62, 


— Observação II. A differença dos quadrados de dous numeros 
consecutivos é igual ao dobro do menor mais um. 


Com esfeito, a e (a + 1) sendo dous numeros consecutivos 
temos: 


s 


Ma 1) amwa xai mxa, 0, gen. d: 


270, THYOREMA 1V. O quadrado de um numero inteiro nunca 
termina nos aljarismos 2, 3, 708, 
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Com effeito, o quadrado é um producto de dous factores 
iguaes, e as unidades do producto provém do producto das | 
unidades dos dous numeros; ora nenhum dos quadrados dos 
nove primeiros numeros terminão messes algarismos; logo, etc. 


271, THEOREMA Vv. O quadrado de um numero inteiro não 
pode terminar em um numero impar de zeros. l ` 
Para que o quadrado de um numero termine em zeros, é 
“necessario que esse numero termine em zeros, representando- E 
o pois por a x 10", temos : 4 


(a x 10") =a x 140 xax10"r=a! x 102"; (nº 89) 


2 n sendo um numero par, o numero de zeros é par. o, qem. do 


272. Tueonema VI. Todo numero que, decomposto em seos + | 
factores primos, contem esses factores com expoentes pares, é | 
quadrado perfeito, 

Esta condição é necessaria; porque um numero sendo dez 
composto em seos factores primos, eleva-se esse numero ao 
quadrado multiplicando por 2 os expoentes d'esses factores, 
que se tornão por conseguinte pares, 

Esta condição é sufficiente ; porque se fòr preenchida, divi- 
dindo por 2 os expoentes dos factores primos de um numero, 


obtem-se outro numero, que elevado ao quadrado reproduzo 
primeiro. 


275. THEOREMA VII. Um numero que é divisivel por outro 
primo, não pode ser quadrado perfeito, se não admittir por 
" divisor o quadrado d'esse numero. 
Este theorema é uma consequencia do precedente”: ora se d 
é divisor primo de um numero, quadrado perfeito, é claro que 
“deveadmittir d? por divisor, por isso que os expoentes dos fac- Ro 
tores primos d’ um quadrado são pares. (nº 272), -7 | 
Observação. Um numero que acaba em 5, não pode ser qua- 
“drado perfeito, se o algarismo immediato não fòr 2. 
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Kaiz quadrada, 
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274. Raiz quadrada de um numero é outro numero que mul- 
 tiplicado por si mesmo reproduz o primeiro. 
A raiz quadrada de N exprime-se pelo symbolo VE; em con- 
- Sequencia da definição, temos : 


VA xVN=N 
©  Estadefinição só convem á raiz quadrada de um numero que 
— quadrado perfeito. 

A operação arithmetica, que tem por fim determinar a raiz 


+ uadrada de um numero, chama-se extracção da raiz qua- 
drada 


EXTRACÇÃO DA RAIZ QUADRADA DE UM NUMERO QUALQUER 
“ad APPROXIMADA A MENOS DE UMA UNIDADE. 


275. A raiz quadrada de um numero approximada a menos 

y de uma unidade, é a raiz do maior quadrado inteiro contido 
Nesse numero. 

276. THEOREMA, À raiz quadrada, a menos de uma unidade, 

Cum numero quendo é inteiro é a mesma que a da parte inteira. 

Seja Y um numero, que é comprehendido entre dous numeros 

N „inteiros consecutivos a, cd + 1. Pela definição (u° 275), a raiz” 

Quadrada de X a menos de uma unidade é a raiz do maior qua- 

drado inteiro contido em N : ora os numeros inteiros contidos 

© “MN são a, e os outros menores que a, logo a raiz auagzava; 

© deN camesma que a de a. à 


a 
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Observação. A raiz quadrada de 100 sendo 10, a raiz qua- 
drada de todo numero menor que .1400 é menor que 10; de | 
modo que pela taboa dos quadrados dos nove primeiros nu- 
meros pode-se obter facilmente a raiz quadrada de todo 
numero menor que 100 : assim por exemplo a raiz quadrada de 
8169,eade29é5 approximada a menos de uma unidade. 

277. PROBLEMA GERAL, Extrahir a raiz quadrada de um nu- 
mero qualquer,» 

Seja proposto determinar a raiz quadrada do numero 
23790583 por exemplo. 

O numero proposto é maior que 100, logo sua raiz quadrada 
é maior que 10; o quadrado dessa raiz se compõe de tres 
partes : do quadrado das dezenas, do dobro do producto das 
dezenas pelas unidades, e do quadrado das unidades. Essas tres 
partes estão encerradas no numero 25796583; tratemos de se- 
paral-as, RR 

Notemos em primeiro lugar que o quadrado das dezenas 
sendo um numero exacto de centenas não pode ser contido 
senão nos 237965 centenas do numero dado, que podem en- 
cerrar, alem d'esse quadrado, a reserva de centenas refluindo 
do duplo producto das dezenas pelas unidades, e do quadrado 
das unidades. t 

Tueorema, Para determinar as dezenas da raiz quadrada de 
um numero, basta extrahira raiz quadrada do maior quadrado 
inteiro contido nas centenas do numero, consideradas como uni- 
dades simples. 

Com efeito, a representando a raiz quadrada do maior qua- 
drado contido em 237965, este numero será comprehendido 
entre «2, e (a +14): 


a? < 237965 < (a + 14)? ; 


multiplicando estas tres quantidades por 100, as mesmas 1e- 
Jações de grandeza existirão entre os productos; isto é: 


a? x 100 < 23796500 < (a + 1)? x 100. 
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Os dons termos extremos exprimindo um numero exacto de 
centenas differem pelo menos em uma centena; por conseguinte 
ejuntando ao termo medio um numero mênor que 100, como 
83 unidades do numero dado, a somma 23796583 se achará 


ainda comprehendida entre os mesmos termos extremos, 
assim : 


a? x 100 < 23796583 < (a + 1)2>5<100. 


Esta desigualdade mostra que o numero dado se acha com- 
Prehendido entre a? centenas, e (a +- 1)? centenas; sua raiz 
Quadrada será comprehendida entre a dezenas, e (a + 1) de- 
zenas; isto é, 


ux10 <V 23796583 <(a 4-1) x 10; 


logo a dezenas é o maior numero de dezenas contido na raiz 
quadrada do numero dado ;o que demonstra o theorema pro- 
posto. 

Somos pois levados a extrahir a raiz quadrada do numero 
237965. 

Esse numero sendo maior que 100, sua raiz é maior que 10, 
logo o numero 237965 encerra o quadrado das dezenas de sua 
raiz, o duplo producto das dezenas pelas unidades, eo quadrado 
das unidades. O quadrado das dezenas não podendo achar-se 
Senão nas centenas do numero, separemos os dons ultimos al- 
garismos à direita, como não pertencendo á aquelle quadrado : 
em virtude do theorema acima demonstrado, oblem-se as deze- 
hasdesta nova raiz, extrahindo a raiz do maior quadrado con- 
tido nas 2379 centenas, consideradas como unidades simples. 
O numero 2379 sendo maior que 100, separemos os dous ultimos 
algarismos á direita, € busquemos a raiz quadrada do maior 
Quadrado contido no numero 23, menor que 100, O maior qua- 
drado é 4; h representa pois o algarismo das dezenas da raiz 
de 2379, ao mesmo tempo o algarismo das mais altas unidades 
da raiz do numero dado. Determinão-se as nnidades da raiz 
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quadrada de 2379, subtrahindo 46 de 23, e escrevendo ao lado 
do resto 7 os dous outros algarismos 79 separados á direita ; O 
numero “779 assim obtido encerra as duas outras partes do 
quadrado : o duplo producto das 4 dezenas pelas unidades, e O 
quadrado das unidades ; a primeira parte não podendo expri- 
mir unidades de ordem inferior às dezenas, não poderá achar- 
se senão nas 77 dezenas do numero 779; separemos pois O 
ultimo algarismo 9 á direita, e consideremos as 77-dezenas, 
que podem encerrar alem do duplo producto das dezenas pelas 
unidades, dezenas provindo da reserva feita sobre o quadrado 


das unidades, e as dezenas do resto, se houver. É claro que, se | 


tivessemos o duplo producto puro dash dezenas da raiz pelas 
unidades, dividindo esse producto por um dos seos factores 
(o dobro das dezenas), teriamos por quociente o outro, que é 
o algarismo das unidades. Ora 77 dezenas não sendo esse 
producto puro, pode acontecer que dividindo 77 pelo dobro 
das dezenas, não se obtenha o verdadeiro algarismo das uni- 
dades , porém um algarismo mais forte, o que terá lugar logo 
que o dobro das dezenas de raiz for contido nas dezenas dare- 
serva do quadrado das unidades, e do resto. Não obstante, 
dividamos 77 por 8, dobro das dezenas, o quociente é9; veri- 
fica-se o algarismo 9; escrevendo á direita de 8, dobro das da- 
zenas, 0 algarismo 9, e multiplicando o numero assim formado 


89 pelo mesmo numero 9; operando assim e suppondo ser 90. 


verdadeiro algarismo das unidades, forma-se o quadrado das 
unidades multiplicando 9 por 9, co duplo producto das deze- 
nas pelas unidades, multiplicando 8 por 9; ; porém a somma 
801 d'essas duas partes do quadrado sendo maior que o resto 
779, que deve contel-os, segue-se que o “algarismo 9 é muito 
forte; diminue-se 9 de uma unidade, verifica-se da mesma 
maneira o algarismo 8; 704, producto de 88 por8, podendo ser 
subtrahido de 779, conclue-se que 8 é o verdadeiro algarismo 
das unidades daraiz; 48 é a raiz quadrada do maior quadrado 
contido em 2379, e ao mesmo tempo em virtude do theorema 
acima demonstrado as dezenas da raiz quadrada do maior 
quadrado contido no numero 237965. * 


<a + y 
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- Achar-se-hão as unidades d'esta raiz, repetindo identica- 
“mente os raciocinios que ainda ha ponco se fizerão ; subtrahin- 
“ado de 2379 0 quadrado de 48, e escrevendo á direita do resto 
7% os dous ultimos algarismos 65, forma-se o numero 7565, 
= Cujas dezenas 756 divididas: por 96, dobro das dezenas da 
q vaiz, dão por quociente 7, que é o verdadeiro algarismo das 
Unidades, por isso que o producto 967 por 7 é mais fraco que o 
= reslo 7565. Logo, o numero 487 representa a raiz quadrada do 
Maior quadrado contido em 237965, e ao mesmo tempo as 
dezenas da raiz quadrada do numero dado. é > 

“Em fim procedendo da mesma maneira, obter-se-ha as uni- 
dades da raiz buscada + subtrahindo de 237965 o quadrado de 
487, e escrevendo á direita do resto 796 os dous ultimos alga- 
Tismos 83, forma-se o numero 79683, cùjas dezenas 7968, di- 
= Vididas por 974, dobro da raiz, dão por quociente 8, que é o 

Verdadeiro algarismo das unidades , visto que o producto de: 

9748 pors8 é menor que 79683. O numero 4878 é a raiz qua- 
- drada do maior quadrado contido no numero dado. 

— Observação. Para termos um resto qualquer por exemplo 

— 796, não ha necessidade de subtrahir do numero 237965 o 

N quadrado de 487, basta subtrahir do resto precedente 7565 o 

Producto 6769 de 967 por 7, que é a somma do dobro do pro- 

ha ducto de 48 por 7, mais o quadrado de 7. 

F, ` Dos raciocinios precedentes resulta a seguinte regra : 

278. Regra. Para extrahir a raiz quadrada do maior qua- 

drado contido em um numero inteiro, divide-se o numero inteiro 

“Em classes de dous alọ garismos cada uma indo da direita para a 

© esquerda, extrahe-se a raiz quadrada do maior quadrado con- 

tido na primeira classe, e obtem-se 0 algarismo das mais altas 

tinidades da raiz. Faz-se o quadrado d'essa raiz, que se dimi- 
= ue da primeira classe é esquerda; ao lado da differença 

escreve-se a seguinte classe, o que for ma o primeiro resto ; 
5. divide-se este resto menos o seo ultimo algarismo á direita pelo 

-dobro da raiz, acha-se assim o segundo algarismo da raiz, ou 
tm algarismo muito forte. Para verifical-o, escreve-se o dito 

“Ugarismo à direita do dobro da raiz e multiplica-se por elle 


= 
pra 
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mesmo o numero resultantes se o producto poder ser subtrahido 
do resto, o algarismo é bom, no caso contrario emprega-se um 
algarismo mais fraco de uma unidade, e recomeça-se a veri- 
ficação. A' direita do resto obtido escreve-se a seguinte classe, na 
qual se separa o ultimo algarismo á direita, e assim successiva- 
mente até que a ultima classe tenha sido empregada, 


Typo da operação : 
23/79/65]83 | 4878 


16 88] 967] 9748 
779 ELERS NE 
704 “| 70h/6769/77884 

7565 

6769 
79683 
77984 
1699 


279. Na pratica não se opera d'esta maneira, effectuão-s€ 
mentalmente as subtracções assim como as multiplicações s 
dispõe-se a operação do seguinte modo. 


23.79.65.83 | 4878 o 
Eua 88 . 967 9748 
75 65 
5 79683 
16.99 


> Appliquemos ainda a regra precedente ao seguinte exemplo 


4206432 | 92050 
206.4 h05 
3 93.2 
au. 


Pr O a 


F 
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PROVA, 


280, É claro que se ao quadrado de 2050, que é 4202500, ° 
ajuntar-se o resto 3932, deve-se obter por somma o numero 
dado, se a operação fôr exacta, 


281. . Observação I. Se n representa o numero de algaris- 


A n . 
mos de um numero N, yV N lerá: algarismos se n é par, € 


2 
nm— i A 
Soi] 1 se mé impar, O resto final 1699 éo excesso do nu- 
mero dado sobre o quadrado da raiz achada ou sobre o maior [ 


quadrado inteiro contido nesse numero. 


282. Observação II. As divisões, que fornecem os algarismos 
da raiz, excepto o primeiro, podem dar algarismos muito 
fortes de muitas unidades ; diminuindo-os successivamente de 
uma unidade, chega-se ao algarismo verdadeiro; porém 
algumas vezes diminte-se o algarismo de muitas unidades ao 
mesmo tempo e então pode-se obter um algarismo muito 
fraco; o seguinte theorema nos preserverá d'esse erro. 


283, THEOREMA, O resto obtido na extracção de uma raiz” 
quadrada não pode exceder o dobro da raiz, 

Seja N um numero, R sua raiz, e o resto, de maneira 
que ' o 


N = R" r. 
Suppõnhamos r> 2 R; r sendo um numero inteiro é ao me- 
hos igual a 2 R 4-1, então teriamos : 


N=R +2 Rie VN =R 1, 


O que é impossivel, visto lermos supposto ser Rº o maior qua- 
drado contido em N, 


i5 
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284. Tendo extrahido a raiz quadrada de um numero pode- 
mos sem recomeçar novos calculos obter essa raiz a menos de 
meia unidade por excesso ou por defeito. 


THEOREMA. Se o resto r proveniente da extracção du raiz 
quadrada de um numero N é menor ou igual à raiz achada 


R, R é o valor de \/N a menos de meia unidade por defeito ; é 
se é superior á raiz, R4-14 é 0 valor de VN amenos de meia 
unidade por excesso. 

“Temos com efeito: 


N=R 4-7 
Bi Bh (Ri REA RAL; 


comparemos Ne (R + !)*; ser < R, temos: 

< (R I}? KNA EY 
por conseguinte VN se approxima mais de R, que de R+ 
Ser > R, temos > 


N > (R+ i)’, e VN > R+! » 


logo VN sesapproxima mais de R +1, que de R, o que de- 
monstra o theorema, 


DEFINIÇÃO DA RAIZ QUADRADA DE UM-NUMERO QUE NÃO É QUADRADO 
PERFEITO, 


285. Seja N um numero inteiro que não é gas perfeito 


c outro numero inteiro; é facil ver-se ques ns ==N; Rre- 
pº o 
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” . . . 
presentando a raiz quadrada do maior quadrado contido em 


Nx 7º, temos: 
baga vga 
Pp p 


Tomando outros numeros p, p", p... gradualmente 
maiores que p,e operando da mesma maneira, teremos as 
duas series de numeros 


R- AR o ge 

p , p , p , p” i YIT) . 
R+HL R+HA o R44 R”+1 

p , 7 3 "i ? og Eus o PRE dn d 


p p p 


Os quadrados dos numeros da primeira linha são todos in- 
feriores a N, e os quadrados da segunda são superiores a 
N; por conseguinte um numero qualquer da segunda linha é 
maior que um numero da primeira, 

Comparemos um numero da primeira linha com o seo cor- 


CARE X | 
respondente da segunda; os dous primeiros diferem em mos 
1 é nn. 1 

a dous outros em p e os seguintes enpi GM a Pagto OTA 
p, p'p” p”. ..... podem crescer indefinidamente e tornarem-se 
lão grandes quanto se queira; logo, a differençade dous nume- 
ros correspondentes pode ser tão pequena quanto se queira. 
Supponhamos que esses numeros representem linhas, e que 
essas linhas sejão contadas a partir de um pontofixo O, to- 
mado sobre uma recta AB, 


momem! LM nt 


— e pp — 
A Ò B 


Uma parte d'essa linha AB receberá as extremidades das li- 
nhas Om, Om”, Om”... que medem os numeros da primeira: 
Ee 
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linha horizontal, e outra parte as extremidades das linhas 
On; On”, On”... que medem os numeros da segunda linha 
horizontal; é claro que entre essas duas regiões de linhas não 
pode haver intervalo algum; ellas achão-se separadas por um 
ponto L, ponto de demarcação. OL é a grandeza, cuja medida é 


VA. Em virtude do exposto, vê-se que um numero é maior ~ 


ou menor que VN, se o seo quadrado é maior ou menor 
que N. 3 


EXTRAGÇÃO DA RAIZ QUADRADA DE UM NUMERO QUALQUER POR 
APPROXIMAÇÃO, 


286. Seja N um numero qualquer, de que buscamos a raiz 


1 1 
quadrada approximada a menos de 5: 
. . X E pao 3 
Extrahir a raiz de N a menos de PE buscar o maior mul- 


j 4 T E 1 ` Er 
tiplo, œ x RIOUS 3 da fracção o contido em Y/N, de modo 
que 


elevando ao quadrado, as mesmas relações de grandeza exis- 
tirão 


Ma o (x +1} 
<N dia ; 
n n? ? 


multiplicando por n? 


q < NX m < (x41), 


e extrahindo a raiz quadrada, temos : 
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m LVN X Nn? <w -H ; 


extrahindo a raiz quadrada de N x nº a menos de uma uni- 
dade obtem-se o valor de x, que dividido por n dará a raiz 


Ep db & 4 
quadrada de N, approximada a menos de TO 


Regra; Para extrahir a raiz quadrada de um numero N a 
1 ol 
menos de >E multiplica-se esse numero pelo quadrado do deno- 


Minador da fracção, que marca a approximação, extrahe-se a 
raiz quadrada. do producto a menos de uma unidade e divide- 
se essa raiz pelo denominador da dita fracção. 

Appliquemos a regra precedente a alguns exemplos. 


1 
Exempro T. Calcular 25 amenos de — T 


Multiplica-se 5 por 42°, extrahe-se a raiz quadrada do pro- 


26 : 
~ éa raiz bus- 


ducto 720 a menos de uma unidade, que é 26; 19 


Re: 


cada a menos de ž 


Exeyrto I. Calcular V13 approximada a menos de 18 Tt T 


1 3 
Como a fracção Ra não é da forma =, emprega-se a fracção 


1 a e pb a ; 
Tr» que lhe é igual: n n'este caso é um numero fraccionario, 
r x 

ho que não ha inconveniente algum, por isso que asoperações 


arilhmelicas relativas ás fracções de termos inteiros subsistem 
quando se trata de fracções d'esse genero (nº216). Multipli- 


112 luct 1573 sa 
Ca-se 13 por > 37» € do producto Er exlrahe-se a raiz qua- 


drada a menos d'uma unidade que é13, e = o 7 OU 13 x Tr é a 


K r- 3 
raiz pedida a menos de Ti 
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287, É claro que n sendo um numero qualquer pode ser 
uma potencia de 10 : 


hei f e cido 


107 * 


~- 
- 


S 
A approximação, marcada pela fracção —— 6 a mais empre- 


gāda e a mais commoda quando se trata de extracções de raiz. 
A regra é a mesma : mulliplica-se o numero dado por 10%, o 
que se faz escrevendo á sua direita? m zeros, extrahe-se a rais 
quadrada a menos duma unidade do numero resultante, e di- 
vide-se essa raiz por 40", 

Appliquemos a regra precedente a alguns exemplos. 


Exempro I, Calcular V3 à menos de E 


Multiplica-se 3 por 40º, o que dá 3000000; a raiz quadrada 
de 3000000 a menos de uma unidade é 1732, a raiz Duscada-é 


1732 1 
1000 ou 1,732 a menos de 1000: 


ExEMPLO II, Calcular V3 amenos de + : 
Y 
Multiplica-se 2 por 10º, e do producto 200000000 extrahe-se 
a raiz quadrada a menos duma Unidade que, é 14142 


14142 
4142 éa ra a 
10000 OU 1534142 é à raiz quadrada dez a menos deram 


EXTRACÇÃO DA RAIZ QUADRADA DAS FRACÇÕES ORDINARIAS, 


288. PRIMEIRO caso. Os dous termos da fracção dada são 
quadrados perfeitos. 
Nestle caso obtem-se a raiz quadrada de uma fracção, extra- 


hindo a raiz quadrada do seo numerador, assim como a do 
seo denominador (nº 268), 
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HOR] IR MIO 
= por isso que 3X 


É “Assim 144 
SEGUNDO Caso. O denominador somente é quadrado perfeito. 
Neste caso extrahe-se a raiz quadrada do numerador à me- 
«nos d'uma unidade, e dá-se por denominador a essa raiz a raiz 
= (quadrada do denominador da fracção dada; isto resulta do 
que dissemos (nº 286). 

dar VA Ta N 

Assim — é = a menos de =. 

È h9 7 7 


1 
Ri TERCEIRO GASO. Usfdous termos da fracção dada não são qua- 
drados perfeitos. 
Mulliplicando os dous termos da fracção dada pelo seo de- 


= nominador obtem-se por denominador da fracção equivalente 
e um quadrado perfeito, e opera-se como no caso precedente 
ss Eae Sak 
f 3 3x7. VA, 
Assim VÁ — == = > 34 a menos de uma 
j 7 7x1 TV 
« A li E s 
unidade sendo 4, JÉ o valor de Pan a menos del F 


289. Observação. Quando o denominador da fracção dada não 
é um numero primo, em lugar de multiplicar-se os dous ter- 
mos da fracção por esse denominador, multiplicão-se os dous 
“termos da fracção pelos “factores primos do denominador, 


, cujos expoentes não forem pares (nº 272). 
P Assim a 
à [3 .,/8x3x5 V23 x3 x5 Vis. 
E 1950. V. 35 BED E O O 
4 18 
“= a raiz quadrada amenos duma unidade de 345 sendo 18, n OU 
- "23 1 
i T é o valor de Ra a menos de 15 


Muitas vezes ha necessidade de calcular-se a raiz quadrada de 
uma fracção com certa approximação, designada pela questão ; 


“ 


232 TRATADO 


para isso applicar-se-ha a regra (nº 286), por quanto o 
numero N pode ser um numero inteiro ou fraceionario, 
Appliquemos essa regra aos exemplos seguintes, 


EXEMPLO I. Calcular po a menos de A 
é í á 


e 3 i 432 x 
Multiplicando > por 12? temos por producto =z > 2 parle in- 
teira d'essa fracção é 65; a raiz quadrada de.65 a menos 


è 8 29 ; y 
Puma unidade sendo 8, yə Ms ê a raiz quadrada buscada a 


, 
+ 


1 
menos de D e 


Exenrro H, Calcular VE amenosde a 
5 3 


; 35* 5 ' 1 
Emprega-se em lugar desça fracção equivalente ETR 


3, 
502 5 
multiplica-se $ É por dO = , O que dá por producto 1SM aparte 


1750 
117 


£ - 12 EE Baer 
unidade é 12; = 0012 x zg é à raiz buscada a menos de EM 
Eu 50 50 


inteira da fracção 


Oq 149, e a raiz de 149 à menos d'uma 


EXTRACÇÃO DA RAIZ QUADRADA DOS NUMEROS DECIMAES, 
290. PRIMEIRO CASO. O numero dos algarismos decimaes é 


par, ; 
Seja proposto calcular V38,6884; é facil ver-se que: 


Prea [386881 386884 
1007 = aba e, Siae 0 
V38,688h = 4 10000 104 


estamos no caso de um numero fraccionario, cujo deno- 
minador é quadrado perfei to, 


- 


DE ARITHMETICA. 233 


SEGUNDO caso, O numero dos algarismos decimaesé impar. 

Escrevendo um zero á direita do numero decimal entramos 
» ho caso precedente. 

Do exposto resulta a seguinte regra : 


291, Regra. Para extrahir a raiz quadrada de um numero 
“decimal, em primeiro lugar torna-se par o numero dos alga- 
Pismos decimaes, se o não fòr ; extrahe-se a raiz quadrada do 
numero resultante a menos duma unidade e separa-se à direita 
da raiz um numero de algarismos decimaes igual à metade 


dos algarismos decimaes do numero dado, 
+ ” 


EXERCICIOS. 


QUESTÕES RESOLVIDAS. 


I. O quadrado de um numero impar é um multiplo de 8 
„ tugmentado com uma unidade. 
» Solução. Se 2 x n+41 representa o numero impar, eNo seo 
- quadrado, temos 


N=Qn+Hi)=inrtint+ti=in(n+-D)+A; 


n (n+ 1) é divisivel por 2, logo 4n (n + 1) é divisivel por 8, 
logo N é um multiplo de 8 mais uma unidade. 
IH. Se um numero par é a somma de dous quadrados, a me- ~ 
ed desse numero sert tambem-a somma de dous outros qua- 
rados, 


Solução. Seja Num numero par, tal que : 
N= etb, 


teb sào por conseguinte ambos pares ou ambos impares; ora 
å igualdade supra é identica à seguinte : 


l 
i 
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N ab)? [ab F K 
35 (55) + (5): 
. 
Re dt 
logo, o theorema está demonstrado, visto que $ E $ me Z 5 


são numeros inteiros. 3 Es ’ 


QUESTÕES NÃO RESOLVIDAS, 


HI. Se dous numeros não são divisiveis por 2 nem por 3,4 
differença dos seos quadrados é divisivel por 2h. i 
IV. Se um quadrado inteiro é igual á somma de dous outros, + 
um desses quadrados é divisivel por 5 

V. A somma dos quadrados de pr numeros é 1552, e sul 
differença 1040, — Determinar esses numeros. | 

VI, A differença dos quadrados de dous numeros consecutivos 


é 65. —- Determinar esses numeros. É 
VII. Calcular va 21 com uma approximação de — 
mo i a 
< 2,1828 1 n ' 
VIII. Calcular To amenos de 13º . 


, 


IX. Calcular yai a menos de ER 
13 50 


X. Demonstrar que a somma dos n primeiros numeros im- 
pares é divisivel por nº. 


BIBLIOTHECA PUBLICA & 
Et | 


ESTADO DO | MARANHÃO 


mem 
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CAPITULÖ IT-A Dc 


CUBO. — RAIZ CUBICA. 
i \ Cubo. 


292, Cubo ou terceira potencia d'um numero é o producto 
de tres factores iguaes a esse numero. Assim o cubo de 7, que 
Se escreve 7º, é o producto 7 x 7 X 7 = 343. 

Applicando a mesma definição a uma fracção, por exemplo 


3 
5 temos ou 


W-3,3,3 8x8x8 03 
DA: Mu ADS DU Tec? 


Segue-se que para elevar uma fracção ao cubo é necessario ele- 


© Var ao cubo cada um dos sĉos termos, e se a fracção é irreduzi- 
vel, o cubo será tambem uma fracção irreduzivel: 


Os-cubos dos numeros : 


1/8 27 6h 125 216 343 512 729 4000, 


Os numeros da segunda linha chamão-se cubos perfeitos. 


- 2937 Empregando os mesmos raciocinios, que fizemos na 
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theoria do quadrado, será facil demonstrar os dous theoremas 
seguintes, ds pç 

A da 


THEOREMA J. Quando um numero não é cubo perfeito, não ha 
numero algum, que elevado ao cubo, possa reproduzir o pri- 
meiro. ; 


Treorema II. Seos dous termos de uma fracção irredwzivel 
não são cubos perfeitos, não ha numero algum, que elevado ao 
cubo, possa reproduzir a fracção dada. 


294. THEOREMA JII. Q cubo da somma de dous numeros é 
igual ao cubo do primeiro mais tres vezes o producto do qua- 
drado do primeiro pelo segundo, mais tres vezes o producto do 
quadrado do segundo pelo primeiro, mais o cubo do segundo. 

Se a -+ b, representa a somma dos dous numeros a e b, é 
claro que : k ; 


(a -+ b)? = (a +- b) x (a -+ b) x (a+b); 


porem-vimos (nº 269) que: À x E 
(a +- b) X (a +b) = 62 x ax b-b; 
por conseguinte : l J 


(a +b) = (œ H2 xa Xb- b) x (a -H b) = a + . 
H3 Xx a X b+H3 Xb Xab. (ne T9). o, q. em do 


“Observação I. Todo numero podendo ser decomposto em 
dezenas e unidades, o cubo de um numero se compõe do cubo 

das dezenas, de tres vezes o quadrado das dezenas pelas uni- 4 
dades, de tres vezes o quadrado das unidades pelas dezenas, ® 

do cubo das unidades, 


1 


a 
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Assim por exemplo : 
(3436)! = (3430-6) == 34304-3 x34302 x 6-3 x6? x 3430-6. 


Observação II. A differença entre os cubos de dous numeros 


consecutivos é igual a tres vezes o quadrado do menor mais 
tres vezes o menor mais um. 


(a A) — =) xa +3xa-+1, 


Observação II. Em virtude do que dissemos (nº 270) vemos 
que o, cubo de um numero qualquer pode terminar em qual- 
quer dos nove primeiros numeros. 


Observação IV. Um numero inteiro, terminado em zeros, não 
poderá ser cubo perfeito, se o numero de zeros não fôr multi- 
plo de tres; esta condição é necessaria, mas não é sufficiente. 


295, THEOREMA IV. Todo o numero, que decomposto em seos 
factores primos, conlem esses factores, affectados de expoentes, 
multiplos de 3, é cubo perfeito. 

Esta condição é necessaria e sufficiente. 

A demonstração d'este theorema é identica á do correspon- 
dente no quadrado. 

Cónsequencia. Pode-se em virtude do theorema precedente 
procurar o menor numero possivel pelo qual se deve multi- 
blicar outro para tornal-o cubo perfeito, 


Raiz cubica. 


296. Raiz cubica de um numero é outro numero que tomado 


tres vezes por factor reproduz o primeiro. 


Assim 4 é a raiz cubica de 64, por isso que : è 


y 


bxh X h= 64. 
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Indica-se esta operação por meio do signal”, o algarismo 
360 indice do radical; escreve-se: 


V6 =h. 


Definiremos a raiz cubica de um numero que não é cubo 
perfeito da mesma maneira que a raiz quadrada. 

A operação arithmetica que tem por fim determinar a raiz 
cubica de um numero chama-se extracção da raiz cubica. 


EXTRACÇÃO DA RAIZ CUBICA DE UM NUMERO QUALQUER APPROXIMADA 
A MENOS DE UMA UNIDADE, i 


297, Extrahir a raiz cubica de um numero a menos duma - 


unidade é buscar a raiz cubica do maior cubo inteiro contido 
nesse numero, o 


298. TEOREMA. A raiz cubica ,-a menos duma unidade, de 
um numero que não é inteiro é a mesma que a da sua parte in- 
teira, 

Demonstra-se este theorema, empreg ando os mesmos racio- 
cinios (nº 276). 


Observação. A raiz cubica de 1000 sendo 40, a raiz cubica de 
todo numero menor que 1000 será menor que 10, de modo que 
pela taboa dos cubos dos nove primeiros numeros poder:se-ha 


obter facilmente a raiz cubica de todo numero menor que 


1000. 


299. PROBLEMA GERAL. Deter minar a raiz cubica de um nu- 
mero qualquer. 

Seja por exemplo o numero 31415926 de que buscamos à P 
raiz, cubica. 

0 numero dado 31415926 sendo maior que 4000, sua raiz 
cubica é maior que 40, e contem dezenas e Tmiiláidos o cubo 
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Tessa raiz compõe-se do cubo das dezenas, de tres vezes o 
producto do quadrado das dezenas pelas unidades, de tres vezes 
o producto do quadrado das unidades pelas dezenas e do cubo 
das unidades. Tratemos de separar essas quatro partes que se 
achão encerradas no numero proposto. 

A primeira parte, o cubo das dezenas, não podendo dar uni- 
dades inferiores a mil, se achará nos mil do numero dado que 
Separamos , 0s quaes podem.conter, além d'esse cubo, os mil 
resultando da reserva feita sobre as outras partes do cubo. 

Treorea, Para determinar as dezenas da raiz cubica de 
um numero, basta extrahir-se a raiz cubica do maior cubo 


` contido nos mil do numero, considerados- como unidades 


Simples. 

O raciocinio para demonstrar este theorema é o mesmo ue 
fizemos (nº 277 th.). 

Somos pois levados a extrahir a raiz cubica do maior cubo 


Contido no numero 31415; este numero sendo ainda maior. 


que 4000 e sua raiz maior que 10, separemos os tres ultimos 
algarismos, e consideremos o numero 31. 


O maior cubo contido em 34 é 27, cuja raiz cubica é 3; 3 são. 


Dois as dezenas da raiz cubica do numero 31415, e ao mesmo 
tempo o algarismo das mais fortes unidades da raiz buscada. 


Subtrahindo 27 de 31, e escrevendo ao lado da diferenca 4 


OS tres algarismos seguintes 415 do numero dado, temos o 


“Primeiro resto 4415, que contem as outras tres partes do cubo ; 


tres vezes o quadrado das 3 dezenas pelas unidades, etc, 

O triplo producto do quadrado das 3 dezenas pelas unidades 
hão pode dar unidades inferiores ás centenas, e será contido 
has 44 centenas do resto, que podem encerrar além d'esse 
triplo producto as centenas refluindo da reserva de centenas 
feita sobre as duas ultimas partes do cubo e sobre o resto, 
S€ houver; dividindo 44 por 3 x 3º ou 27 (triplo quadrado 


las dezenas) acharemos o algarismo das unidades, ou um al- 


Barismo muito forte; o quociente da divisão de hh por 2761; 
Yerificaremos o algarismo 1, escrevendo-o à direita de 3, fa- 
zendo o cubo de 31, e vendo se esse cubo pode ser substrahido 
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do numero 31445, que deve contel-o; o cubo de 31, que é 
29791, sendo inferior a 31415, conclue-se que 4 é o verdadeiro 
algarismo; 31 é a raiz cubica do maior cubo contido no nu- 
mero 31415, e ao mesmo tempo as dezenas da raiz cubica do 
numero dado, 

Subtrahindo 29791, cubo de 34, de 31415 e escrevendo ao 
lado da diferença 1624 os tres ultimos algarismos 926, temos O 
segundo resto 1624926, que contem os tres outras partes do 
maior cubo inteiro incluso no numero dado. 

Pelos raciocinios precedentes, para acharmos as unidades 
da raiz dividiremos 16249 por 3 x 31? ou 2883; o quocienteó 
é o verdadeiro algarismo das unidades, por isso que o cubo de 
315 sendo 31255875 pode ser subtrahido do numero dado; à 
dificrença d'elles 160054, que é o resto da operação, é o excesso 
do numero dado sobre o maior cubo inteiro contido nºesse 
numero, j 

Do raciocinio precedente resulta a seguinte regra : 

300. Regra. Para extrahir a raiz cubica do maior cubo in- 
leiro contido emum numero, divide-se essenumero em classes de 
tres algarismos, á partir da direita ; extrahe-se a raiz cubica do 
maior cubo incluso na primeira classe, que pode constar de um 
ou dous algarismos, e obtem-se assim o algarismo das mais 

“fortes unidades da raiz; faz-se o cubo d'essa raiz, que se sul- 
trahe da primeira classe, e á direita da differença escrevem-se 05 
tres algarismos seguintes, o que forma o primeiro resto ; divide- 
se as centenas d'esse resto pelo triplo quadrado do algarismo 


achado, o quociente dá o segundo algarismo da raiz, ou umal- + 


garismo muito forte. Para verifical-o, escreve-se o segundo 
algarismo ú direita do primeiro, e compõe-se o cubo do numero 
assim formado ; se esse cubo pode ser subtrahido do numero 
formado pelas duas primeiras classes, o segundo algarismo du 
raiz é exacto, 

Ajuntando ào lado da differença a classe seguinte obteme-se O 
segundo resto, sobre o qual se opera como sobre o primeiro, € 


assim successivamente até que a ultima classe do numero dado 


seja empregada, 


< 
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Eis o typo da operação : 


31[4151926 315 
li 21=3. 3º 
h h45 2883 = 3. 31? 315 
paa E 
31M5 sé 
29 791 1575 
— a 314 315 
1 624 9,26 31 945 
31415 926 31 99225 
q 31 255 875 93 315 o 
160 051 961 œ 496125 
sf 99225 
961 297675 
s 2883 31255875 
29791 
PROVA, 


301, É claro que ajuntando ao cubo de 315, que é 31255875, 
9 resto da operação 160051, devemos achar por somma o nu- 
mero proposto, 31415926. 


302, Observação. Se3n,3n+1,3n-4-2 é o numero dos 


algarismos de um numero N , será facil ver-se que VA terá n 
algarismos, ou n 4-4, 

303. THEOREMA. O resto obtido na extracção da raiz cubica 
não pode exceder do triplo quadrado da raiz achada mais o 
triplo d'essa raiz. 

Seja N um numero, R sua raiz cubica, e 7 O resto da ope- 
ração, de sorte que : 


N=R+r 


Ser > 3 R?4-3 R, teriamos quando menos : 
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r=3R +3 R+1; 


e como 
r=N— Ri 
teriamos : 
N—R=3R+-3R41 
ou 


N= R -H3 Rè- 3 R +1 = (RH), 


o que é impossivel, por isso que R? é o maior cubo inteiro 
contido em N. 

Por meio d'este theorema podemos verificar se um algaris- 
mo collocado na raiz não é muito fraco , observando se o resto 
preenche a condição exigida pelo theorema, que acabúmos de 
demonstrar. 


EXTRACÇÃO DA RAIZ CUBICA DE UM NUMERO QUALQUER POR 
APPROXIMAÇÃO, 


304. Seja N um numero de que buscamos a raiz cubica ap- 


- 1 
proximada a menos de = 


Em virtude da definição (nº 286), temos : 


m AP / AR VOS t= 
TEA Led 


ou 


multiplicando por nº, as mesmas relações de grandeza existi- 
rão, logo : 
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q <N xn < (xti, 
donde: D<VNxm <(r+1); 
os dous termos extremos differindo em uma unidade, teremos 


q extrahindo a raiz cubica, a menos de uma unidade, do pro- 
ducto N x nº. 


305. Regra, Para extrahir a raiz cubica de um numero N a 
1 GH i 
menos de n multiplica-se N pelo cubo do denominador da frac- 


ção, que marca a approximação, extrahe-se a raiz cubica do 
producto amenos de uma unidade, e divide-se essa raiz pelo de- 


sd. 
nominador n da fracção Rar 
Appliquemos a regra precedente aos seguintes exemplos : 
S/a 1 
ExEMPLO I. Calcular Va9 amenos de Br 


Segundo a regra multiplicaremos 29 por 12°, o que dá 
50112, e extrahiremos a raiz cubica, a menos de uma unidade, 
de 50112; esta é comprehendida entre 36 e 37; 37 approxi- 


mando-se mais da verdade, 5 é a raiz cubica de 29 a menos 


1 
de 12º POr excesso. 


ExEMPEO H, Calcular V13 a menos dé + E 


Multiplicaremos 13 pelo cubo de 10º, o que dá 13000000 ; ex- 
trahiremos a raiz cubica, a menos de uma unidade de 13000000, 
que é 235, ou 236; dividiremos essa raiz por 40°, o que dá 


235 1 
100 OU 2,35; tal é a raiz cubica de 43 a menos de 100 * 


. EXTRACÇÃO DA RAIZ CUBICA DAS FRACÇÕES ORDINARIAS, 


306, PRIMEIRO CASO. Os dous termos da fracção são cubos 
perfeitos. 
16. 
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Teremos a raiz cubica extrahindo a raiz cubica do numera- 
dor e a do denominador (nº 292), 

SEGUNDO CASO. O denominador somente é cubo perfeito, 

Teremos a raiz cubica approximada extrahindo a raiz cubica 
do numerador a menos de uma unidade, e dividindo-a pela 
raiz cubica exacta do denominador (nº 304), 

TERCEIRO CASO. Os dous termos da fracção não são cubos per- 
feitos. 

Este caso entra no segundo, tornando-se o denominador um 
cubo perfeito, o que se faz ou multiplicando os dous termos da 
fracção pelo seo denominador, ou operando como dissemos 
(nº 289), 


EXTRACÇÃO DA RAIZ CUBICA DOS NUMEROS DECIMAES. 


307, PRIMEIRO CASO, O numero de algarismos decimaes é 
multiplo de tres. 

Seja por exemplo 24,628247 de que se busca a raiz cubica. 

Será facil ver-se que: 


Yara —  /25628247 5 /1162824T 
Von, 628247 = 1000000 ~ VEEN 


e operando como dissemos (n° 305), teremos a raiz pedida. 
SEGUNDO CASO, () numero de algarismos decimáes é qual- 
quer, 
Neste caso escreveremos zeros sufficientes á direita do nu- 
mero dado a fim de tornar o numero de algarismos decimaes 
multiplo de tres, e operaremos como no caso precedente. 


EXERCICIOS, 


I. A somma dos cubos de dous numeros é 23625, e um d'estes 
20. — Qual o outro? 
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IL. A somma dos cubos de dous numeros é 189000, e a diffe- 
rença dos cubos d'esses mesmos numeros é 61000. — Determinar 
esses numeros, r 

UI. Todo o numero que é quadrado e cubo ao mesmo tempo, 
é tambem sexta potencia. 

IV. Demonstrar que, dividindo-se os cubos dos cinco pri- 
meiros numeros por 6, os restos que se obtem são as raizes cubi- 
cas d'aquelles numeros, 

V. Um numero inteiro sendo dado, como se pode conhecer se 
elle é a differença de dous cubos consecutivos eachar esses cubos? 

VI. Um numero inteiro não pode ser cubo perfeito se, o alga- 
rismo das unidades sendo 2 ou 6, o algarismo das dezenas é 
par. i 

VII. Um numero inteiro não pode ser cubo perfeito se, o alga- 
rismo das unidades sendo h ou 8, o algarismo das dezenas é im 
par. 

VII. Calcular y 5 a menos de 3 r 

! 42 141 
IX. Calcular /Z o 0,0001 a menos de 0,0001. 


pepe 3 
X. Calcular V2,73 amenos de I: 
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NUMEROS INCOMMENSURAVEIS, — CALCULO DOS 
RADICAES. — POTENCIAS SUPERIORES AO QUADRADO 
E CUBO. 


308. As operações, que se execulão sobre os numeros, re- 
presentão as mesmas operações sobre as grandezas, por isso 
que os numeros são medidas de grandezas. 

Duas grandezas são ditas commensuraveis, logo que admit- 
tem uma medida commum; a razão dos dous numeros ab- 
stractos que lhes servem de medida, e que chamou se numero 
fraccionario, é o valor da razão das duas grandezas. 

Duas grandezas, que não admittem medida alguma commum, 
chamão-se incommensuraveis ; o valor da razão dessas gran- 
dezas não pode ser expresso por numero algum fraccionario, 
porém pode ser obtido com uma approximação tão grande, 
“quanto se queira; á esse numero fraccionario, que tende a ap- 
proximar-se do valor limite de uma grandeza incommensura- 
vel, deo-se, o nome.de numero incommensuravel. 

Foi assim por exemplo que na extracção da raiz quadrada de 
um numero A, que não era quadrado perfeito, vimos que essa 
raiz não podia ser expressa por numero algum, e conside- 
rando os numeros como medidas de grandezas continuas, essa 
raiz era uma Jinha tal, que os quadrados dos numeros, que 
medião outras linhas menores ou maiores que aquella, erão 
numeros menores ou maiores que A; convencionou-se porem 
em representar essa linha pela raiz quadrada de A; isto é 
pelo symbolo VA, a que deo-se o nome de numero incom- 


mensuravel. É ainda uma extensão dada á nossa primeira de- 
finição de numero. 
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A Geometria offerece-nos muitos exemplos de grandezas in- 
commensuraveis; a diagonal de um quadrado e um dos seos 
lados, tomado por unidade, são duas grandezas incommensu- 
raveis; a razão d'essas grandezas é representada pelo numero 


incommensuravel V2; etc. 


Operações sobre os numeros incommensuraveis, 


309. Assim como extendemos aos numeros fraccionarios as 


operações e theoremas relativos aos numeros inteiros, assim 


tambem extenderemos aos numeros inçommensuraveis as 
mesmas operações e theoremas, por isso que é util nas scien- 
cias o generalisar-se; isto é encerrar-se debaixo da mesma de- 
nominacão o maior numero possivel de ideas particulares, 


Addição. Sejão V/A e VB dous numeros incommensuraveis 
dados; esta operação tem por fim buscar um numero que ex- 
prima o valor de uma grandeza, que seja a somma das gran- 
dezas representadas pelos numeros VA, e VB; indica-se esta 
operação da mesma maneira que sobre os numeros commen- 
suraveis, ; 

Subtracção. Esta operação tem por fim buscar um numero 
qne exprima o valor de uma grandeza, que seja a diferença 
entre as grandezas, representadas pelos numeros incommen - 
suraveis dados. Indica-se esta operação do mesmo modo que 
sobre os numeros commensuraveis. 

Multiplicação. Quando o multiplicador é um numero com- 
mensuravel, a definição é a mesma que a dos numeros intei- 
ros, e comprehende-se facilmente; assim o producto de 
V3 por 4 é um numero exprimindo uma grandeza 4 vezes 
maior que a que exprime 3 ; 0 producto de W3 por 4 é 
um numero que exprime uma grandeza igual aos quatro quin- 
tos da que exprime V3. 
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Seo multiplicador é numero incommensuravel, a definição 
ordinaria da multiplicação não tem mais sentido algum, Defi- 
niremos do seguinte modo : 


O producto de um numero qualquer A por um numero incom- 


mensuravel VB, é um numero maior que os productos de A 
pelos numeros inferioresa VB, emenor que os productos de À 
pelos numeros superiores a WB. 


Indica-se esta operação entre os numeros incommensura- 
veis como nos numeros commensuraveis. 


Divisão. Esta operação entre numeros incommensuraveis 
tem por fim achar um numero, que multiplicado pelo divisor 
reproduza o dividendo. 


Raiz quadrada e cubica. A definição é a mesma que para os 
numeros commensuraveis e comprehende-se facilmente, 


Propriedades elementares dos numeros 
incommensuraveis, 


310, Qualquer que fôr o numero incommensuravel dado, 
pode-se sempre achar dous numeros commensuraveis , diffe- 


rindo em uma quantidade tão pequena, quanto quizer-se, que + 


comprehendão o numero incommensuravel dado; com effeito 
consideremos a seguinte serie : 


Voo o o 00 


mo m+1 
ur 


. 
Pos isa. eme 


os numeros desta serie vão crescendo sem limite ; logo, o nu- 
mero incommensuravel proposto será comprehendido entre 
dous numeros commensuraveis consecutivos da serie supra, 
m m-}å 

T 


? 1 f 3 
, que differem em m’ Ora n pode ser tomado tão 
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Brande quanto se queira, em seguida a fracção 1 será tão pe- 
quena, quanto se queira. ; 5 

~ Posto isto, operar sobre numeros incommensurabeis signi- 
— fica operar sobre numeros commensuraveis approximados, que 
— Podem differir dos numeros incommensuraveis dados em quan- 

tidades tão pequenas, quanto se queira. 

Por conseguinte, o resultado das operações sobre os numeros 
incommensuraveis é o limite dos resultados obtidos logo que 
Substituem-se aos numeros dados numeros commensuraveis 
Successivos, que se approximão indefinidamente dos pri- 
Meiros. " 

. Em virtude do exposto, pode-se considerar como evidentes 
0S seguintes theoremas que forão demonstrados no caso dos 
numeros commensuraveis. 


l. Pode-se inverter em um producto a ordem de seos factores 
Sem alterar o valor do producto. 
` I Para multiplicar-se um numero por um producto, basta 
multiplical-o par cada factor do producto successivamente. 
| HI. Para multiplicar-se um producto por um numero basta 
| Wultiplicar-se um dos factores pelo numero, conservando-se os 
© Outros factores. ` 
i IV, O producto de dous ou mais productos de muitos factores 
compõe-se de todos os factores, que entrão nºesses productos. 


É preciso notar-se que as regras do calculo sobre as fracções 
Ordinarias de termos fraccionarios applicão-se aos numeros in- 
“ommensuraveis, 


as Calculo dos radicaes. 


. 


y r . ~ é my 
HM, Dá-se o nome de radical não somente ao signal V, 


| Somo tambem á quantidade Va, a sendo um numero qual- 


Quer; o numero m é O indice do radical. 
t 
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312, THEOREMA I. O producto de muitos radicaes de mesmo in- 
dice é igual à raiz do producto das quantidades colocadas de- 
baixo dos radicaes. 

Queremos demonstrar que : 


Va xyDxyc=Vaxbxe 
com effeito 


(a x4/0 »4/0)'= ax bx c» (n°92); 


logo, a raiz do primeiro membro é igual aVaxbxc. o. q.e. n. d. 
Tendo de multiplicar por exemplo os dous radicaes Vos e 
V18 , diremos : 


V08 x/18=1/08 x 18=\/176i= 42 ; 


isto mostra que o producto de dous numeros incommensura- 
veis pode ser um numero commensuravel, 

O mesmo theorema permitte multiplicar um numero 5 por 
um radical V3, com effeito : 


XVI =V 3 xV5=VEXT=V 


. Esta operação é oque se chama introduzir um factor sob 0 
radical, Vemos que para isso cumpre elevar o factor a uma 
potencia de gráo, marcado pelo indice do radical, 

Reciprocamente. Se a quantidade collocada debaixo de um 
radical pode ser decomposta em dous factores de maneira quê, 
um dos factores seja uma potencia exacta de mesmo gráo que 
o radical, tambem pode-se tirar esse factor do radical. 
Assim ; 


y= /36 x 2=4/6" x 2 =D xy2 
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313, THEOREMA IJ. O quociente de dous radicaes de mesmo in- 
“dice é igual á raiz do quociente das quantidades collocadas sob 


08 radicaes. 
Queremos provar que : 


- : 

Va Ea 
vo vo 

Com effeito, elevando o primeiro membro à potencia m , o 


i ; 
que se faz eleyando-se cada termo da fracção a essa potencia, 
temos £ D logo a raiz do primeiro membro é igual á VE ; 


0. q. e. n. d. 
Tendo de dividir os dous radicaes 1512 e 42, diremos 


1512 Er 
VA = EE /30 — — 6 


O mesmo theorema permilte dividir um numero por um ra- 
dical ou um radical por um numero; assim : 


Va Va 
e - 
Vas VAGO 15 5 
du gay 97V3* - E 


314, THEOREMA II. Eleva-se um radical a uma potencia, ele- 
vando-se à mesma potencia a quantidade collocada debaixo do 


radical, 
` Com effeito, é claro que 


(yat =yTx Va x Vax.... (nº 88) 


=Vaxo xa. dev. (nº 81D)= 


= yo. 
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315. THEOREMA IV. Extrahe-se a raiz de um radical multipli- 
cando-se o indice do radical pelo indice da raiz, que se quer 
extrahir, 

Trata-se de demonstrar que : 


Elevando o primeiro membro á potencia n, temos Va, que 
elevado á potencia m dá a, logo o primeiro membro é a raiz 
de gráo m xndea: oq.en.d, 

COROLLARIO. Extrahe-se a raiz m x n de um numero a extra- 
hindo-se a raiz m de a, e do resultado a raiz n. 

Em virtude do theorema precedente : 


316, THEOREMA V, Um radical não muda de valor quando se 
multiplica ou divide por um mesmo numero o indice do radical e 
o expoente da quantidade collocada sob o radical. 

Trata-se de demonstrar que : 


Sa pe var 
Ora: 
Va =a =? (ne 315), 


far gfe. = a" (nº 314); 
“logo 


ar = Ea 0. q. e. n. d. 


o 
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COROLLARIO I. Simplifica-se um radical, dividindo-se seo in- 
dicere o expoente da quantidade collocada sob o radical pelo 
Seo maior divisor commum, 


Assim 
2/ 7x3 S/s 
q — Var Va 


COROLLARIO II, Reduzem-se muitos radicaes ao mesmo indice, 
tomando-se por indice commum o producto de todos os in- 
dices, ou melhor ainda, o menor multiplo d'esses indices. 

Esta operação muito importante appresenta-se todas as vezes 
que se tem de multiplicar ou dividir muitos radicaes de indices 
à differentes. 


Seja proposto multiplicar Za por VD; diremos : 


Va x Vo= VE p= fa x b? 


€ geralmente 
m n jm mxa mn 
Va x = b EN er =V GX ben 


Extracção da raiz quadrada e cubica de um numero 
incommensuravel por approximacão. 


317. A regra que estabeleceo-se (nº 286, 305) convem a um 
numero qualquer, por conseguinte a um numero incommen- 
Suravel. 


= 1 
Para calcular a expressão \/ 3-4/7 a menos de 73 Por 
Exemplo, segundo a regra, multiplica-se por 13? o numero 


(3 +V7); 


3- VT) x13 =3x13 V7 x13º=3x 1324713, 
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“É á 
calculando-se V27 x 13º a menos de uma umidade e ajuntan- r 
do-se à raiz a quantidade 3 x 132, a pis é 954, cuja'raiza — n 


menos de uma unidade é 31; logo, 24 13 LE a raiz pedida. 7 


Se o denominador da fracção que marca a approximação 
fosse uma potencia de 10, operar-se-hia da mesma maneira, 04 . 
melhor ainda segundo a regra dada (nº 287), - 


Tudo quanto dissemos na théoria da raiz cubica sobre os nu- 
meros inteiros e fraccionarios, convem tambem aos numeros j 
incommensuraveis. si 

ú d A 


Extracção das raizes cujos indices só contem os bg 
factores ? e 3. 


318. Por meio da extracção da raiz quadrada e cubica p9- 
de-se extrahir a raiz de um numero, cujo indice não contem. 
outros factores primos senão 2 e 3. af 

Sa? be 

Raiz quarta. Seja proposto por exemplo calcular Vi 92, ora 

E 


É es d 
Vo=VViD o us; v 


extrahindo a raiz quadrada de 122 a menos de uma unidade, € 
d'este numero a raiz quadrada a menos de uma unidade, tere- 
mos assim o numero pedido. 


Raiz oitava. Seja proposto por exemplo calcalar /32h6, 
- sabe-se que : 28 


* 
V326 = VV (nº 315); 


chega-se ao resultado por meio de uma serie de extracções de + 
raiz quadrada, a menos de uma unidade. i 


# 
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Raiz sexta. Seja proposto por exemplo calcular V2432 
a menos de uma unidade ; ora 


ei de 3 
V2n39 EN : 


` logo, para ter-se o numero buscado, basta extrahir-se a raiz 
$ quadrada do numero dado, e d'este a raiz cubica a menos de 
uma unidade. 


EXERCICIOS, 


DP 1 Calculando-sea menos de uma unidade VA=aVa =b, 
Vb=e, demonstrar directamente que c é a raiz oitava de A 
a menos deuma unidade. 
IT. Calcular a menos de 0,01 a expressão : 


q — IEVA (30 —VÃ0 


=s Vão” BF 


TW. Calcular Vs + V3 amenosde o, 001. 
IV. Calcular y215 a menos de uma unidade. 
V. Calcular 1/31415 a menos de uma unidade, 


VI. Calcular as expressões seguintes cum uma approximação 
de 0,001 


Viesvi = e Vi-3y7 


VIL Verificar a seguinte igualdade : 


s (5-3) — 783] x 100 2 jp 
ETR) x 
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VIII, Verificar a seguinte igualdade : 


15+2V6 45-26 


IX. Verificar a seguinde igualdate : 


5+2/6 5—-2V6 VAZIA 
aava Visa V 20060) 


X. Verificar a seguinte igualdade: 


à 5—2 1 5—2 AVI 
3 EEN ee = -= =V5+-V3 
INV VeV a taVv3-va 


x i d 
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Approximações numericas. 


CAPITULO PRIMEIRO. 


OPERAÇÕES ABREVIADAS. 


Considerações preliminares, 


319, As regras das operações sobre os numeros inteiros ou 
decimaes, que temos demonstrado até aqui, fornecem o resul- 
lado exacto d'essas operações ; porém acontece muitas vezes 
que não ha necessidade de se obter senão um resultado ap- 
Proximado; então é indispensavel o conhecimento de outros 
Methodos mais rapidos que os ordinarios, por meio dos quaes 
Se possão obter esses valores approximados. 

320, Chama-se erro absoluto de uma quantidade a diferença 
entre o valor exacto d'essa quantidade e seo valor approxi- 
mado, 

Assim tomando-se 3,27 em lugar de 3,276ommette-se um 
rro igual a 3,276 — 3,27==0,006. Se em lugar de 4837 toma-se 

800, o erro commettido é 37 unidades. 


17 
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O erro absoluto é por excesso quando o valor approximado 
que se toma é maior que o valor da quantidade, e por efeito 
no caso contrario. 

391, Antes de passarmos ao estudo das operações abreviadas 
citemos alguns principios, que são de grande importancia , € 
é mister ter sempre em vista. 

Priscrrio I, Logo que á direita de um numero inteiro se'ṣubs- 
“tituem zeros a alguns algarismos, o erro commettido é menor 
que uma unidade de ordem do ultimo algarismo conservado. 


Exempro. Se em lugar do numero 34765 se toma 34700, O 
erro que se commette é menor que 1 centena; com effeito, 
34765 — 34700 = 65, numero que é menor que 100. é 


Principio I. Quando em um numero decimal se substituem 
zeros a alguns algarismos decimaes, o erro, commettido é menor 
que uma unidade de ordem do ultimo algarismo conservado, 


Exemrro. Se ao numero 24,6375 se substitue o numero 
2h,6300 ou 24,63, O erro que se commette é menor que 0,01; 
com efreito o erro absoluto é 24,6375 —-24,63 = 0,0075, nu- 
mero que é menor que 0,01. 


Observação. Os dous principios precedentes subsistem ainda, 
quando se augmenta com uma unidade o ultimo algarismo cons 
servado; porém meste caso o erro é por excesso. Tomando-se 
24,64 por valor approximado do numero 24,6375, commelte-Se 
um erro, por excesso, menor que um centesimo. 

322, Pode acontecer que o enunciado de uma questão exija 
que o erro commettido seja menor que meia unidade de ordem 
do ultimo algarismo conservado, 

Ha tres casos a considerar : 


L Seha um só algarismo que ésubslituido por zero (à di- 
rcita do numero) e se este algarismo é 5, o erro commettido é 
justamente igual a meia unidade de ordem do ultimo algarismo 
conservado. Assim, se em lugar de 23,45 toma-se 23,4, O o erro 
absoluto é 0,05 ou meio decimo. 


II. Se o primeiro á esquerda dos algarismios que são substi- 


>] 
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; tuidos por zeros é menor que 5, o erro absoluto é menor que | 
- Meia unidade de ordem do ultimo algarismo conservado. 
Substituindo por exemplo o numero 47,57 ao numero 47,5728, 
» 0 erro que se commette é menor que meio centesimo ; com ef- 
7 feito o erro absoluto é 0,0028, numero que é menor que 0,005, 
} ou meio centesimo. 


4 II. Se o primeiro á esquerda dos algarismos substituidos por 
+ zeros é 5, seguido de outros, ou maior que 5, augmenta-se 
com uma unidade o ultimo algarismo conservado, e o erro que 
se commette é menor que meia unidade de ordem do ultimo 
| algarismo conservado, porém por excesso. Substituindo-se 


E por exemplo ao numero 74,3478 o numero 74,35 commette-se 
<, "um erro por excesso menor “que meio centesimo. 

f Em resumo : 

? Quando o primeiro UED supprimido á edi é me- 


nor que 5, não se toca nò ultimo algarismo conservado. 

Quando o primeiro algarismo supprimido é igual a 5, se- 
guido de outros, ou maior que 5, é preciso forçar o ultimo alga- 
p rismo conservado ; isto é, augmental-o com uma unidade. 


; ' Addição abreviada. 


| 323. REGRA. — Para obter à somma de muitos numeros 
inteiros ou decimaes, approximada a certa unidade inteira ou 
decimal: ; 

4º Se não ha mais do que dez numeros a addicionar-se, to- 
ma-se cada um d'elles com uma approximação dez vezes maior 
que a unidade que marca a approximação do resultado ; ajun- 
tão-se.os numeros, e na somma despreza-se o ultimo dlgarismo 
ú direita, augmentando-se o precedente com uma unidade. 

2º Se ha mais de dez numeros e menos de cem, avalia-se cada 
um d'elles com uma approximação cem vezes menor que a uni- 
dade que marca a approximação do resultado, e na somma dos 
numeros desprezão-se os dous algarismos á direita, augmen- 
tando-se o precedente com uma unidade. 

47% 


“e 


PRA 


es 
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Seja proposto buscar a somma- dos numeros 4,32705, 
234,7329, 28,467383, 3,14159265, approximada a menos de 
0,01. 

Applicando-se a regra, dispoem-se os numeros approxima- 
dos a 0,001, do modo seguinte: 


h, 327 
234, 732 
28, 467 
3, 141 


270; 667 
Desprezando-se o ultimo algarismo å direita, e augmentan- 


do-se o precedente 6 com uma unidade, a somma buscada é 
270,67 approximada a 0,01. 


DEMONSTRAÇÃO DA REGRA, 


Como o erro de cada numero é menor que 0,001, e hame- 
nos de dez numeros, é claroque o erro da somma será menor 
que 0,001 x 40 = 0,04. 

Representando S a somma exacta dos numeros propostos, 
temos 


S= 270,6674- x 
« sendo uma quantidade menor que ii , porém 
270,667 = 270,67 —ß 


& sendo tambem uma quantitade menor que mi logo, 


S= 270,61 + («— p) 
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1 ' : 
Ora (x — 6) é menor que jog? POr conseguinte 270,67 re- 
presenta a somma pedida approximada a uma quantidade 


1 E 
menor que qa por defeito ou por excesso, 


Subtracção abreviada. 


31l, REGRA. — Para obter a differença de dous numeros, 
approximada a uma unidade inteira ou decimal, tomão-se Os 
numeros dados, ambos para mais ou para-menos, approxima- 
dos a uma unidade de mesma ordem que a unidade que marca 
tapproximação, e opera-se a subtracção d'esses numeros. 

Seja proposto buscar a differença dos numeros 24,6328 e 
12,98367, approximada a 0,01, 

Appliquemos a regra : 


2h, 63 
19, 98 


11, 65 


11,65 é a diferença pedida, approximada a 0,01 por excesso ou 
por defeito. 


DEMONSTRAÇÃO DA REGRA, 


Com ceffeito, D representando a diferença exacta dos nume- 
ros propostos, temos 


D=11,6 + z 


« sendo uma quantidade que deve ser ajuntada ou diminuida 
da diferença approximada; porém « sendo uma differença de 
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duas quantidades, cada uma menor que 0,01, será menor que 
0,01, logo 14,65 differe da diferença exacta em menos de 0,01. 


o. q.e nd, 


Multiplicação abreviada. 


325. REGRA D'OUGHTRED, — Para obter o producto approxi- 
mado de dous numeros inteiros ou decimaes a menos de uma 
unidade inteira ou decimal, escreve-se o algarismo das unida- 
des do multiplicador debaixo do algarismo do multiplicando, 
que representa unidades dez vezes mais fracas que a que marca 
o grão da approximação pedida; invertem-se os algarismos do 
multiplicador; multiplica-se todo o multiplicando por cada alga- 
rismo do multiplicador, começando-se sempre a operação pelo 
algarismo do multiplicando quese acha sobre o do multiplica- 
dor ; escrevem-se os productos uns sob os outros de maneira 
que os ultimos algarismos á direita, fiquem em linha vertical, é 
faz-se a somma. Supprime-se o ultimo algarismo à direita, 
augmentando-se o precedente com uma unidade ; o producto 
assim oblido exprime unidades de mesma ordem que a que 
marca a approximação. 

Seja proposto determinar o producto dos dous numeros 
3,14459, 12,101121, approximado a 0,004. 


Eis o typo da operação 


` 3,14159 l 
121,10121 dA 


3,14159 

62830 
3141 é 

51 

3 


38,0164 f 
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Colloca-se o algarismo 2 das unidades do multiplicador de- 
baixo do algarismo 5 dos decimos-millesimos do multiplicando, 
que exprime unidades dez vezes mais fracas que 0,001; effec- 
tuando-se os differentes productos, como se disse, obtem-se 
por producto 38,0164; desprezando-se o ultimo algarismo € 
augmentando-se o precedente com uma unidade, o producto 
approximado a 0,001 será 38,017, 


DEMONSTRAÇÃO DA REGRA. 

Para provar que 38,017 differe do producto exacto em menos 
de 0,001, bastará provar que a somma dos erros commettidos 
é menor que 0,001. 

É facil vêr-se que os differentes productos parciaes expri- 
mem todos unidades de mesma ordem, decimos-millesimos ; é 
por esta razão que são escriptos, como manda a regra. 

Em cada multiplicação parcial desprezarão-se sempre os al- 
garismos do «multiplicando á direita d'aquelle pelo qual se 
devia-começar a operação; o numero formado por aquelles al- 
garismos é menor que uma unidade da ordem deste, logo o 
erro do producto parcial é menor que um decimo-millesimo 
multiplicado pelo algarismo correspondente do multiplicador, 
e por conseguinte o erro commettido sobre a somma dos pro- 
ductos parciaes é menor que 0,0001 x (1421-41-41) ou 
0,0006. Tambem não fez-se caso dos dous ultimos algarismos á 
esquerda no multiplicador, que formão um numero menor 
que uma unidade do algarismo seguinte 1, que se acha debaixo 
do algarismo 3 do multiplicando, ¢ como o multiplicando é 
menor que (3+1) unidades, por conseguinte o erro que se 
commette, desprezando-se aquella partè do multiplicador é 
menor que 0,0001 x (341); isto é, menor que 0,0005, 

A somma dos erros é pois menor que 0,0006 -+ 0,0004 ; isto 
é, menor que 0,001; por conseguinte o producto exacto dos 
dous numeros propostos é maior que 39,0164 e menor que 
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s 


38,0164 + 0,001 = 38,0174; com maior razão o producto se 
acha comprehendido entre 38,016 e 38,018 ; logo, 38,017 que 
differe de cada um d'estes numeros em 0,001, differirá do pro- 
ducto exacto em menos de 0,001, o quese queria demonstrar. | 


Observação, A regra que se acabou de demonstrar, só con- 
vem aos dous casos seguintes, o que resulta dos raciocinios que 
se fizerão precedentemente : 


I. Se todos os algarismos do multiplicador fòrem emprega- 
dos, quando sua somma fôr menor que 10. 


IH. Se todos os algarismos do-multiplicador não fórem em- 
- pregados, quando a somma dos algarismos empregados mais 
o algarismo á esquerda no multiplicando augmentado com uma 
unidade formarem um numero menor que 10, 

Se a somma dos algarismos empregados do multiplicador é 
maior que 10:e menor que 100, o que acontece quasi sempre, à 
regra acima soffre uma alteração, Eis em que consiste essa mo- 
dificação. ; è 

Em lugar de escrever-se o algarismo das unidades do multi- 
plicador debaixo do algarismo do multiplicando que exprime ` 
unidades dez vezes mais fracas, que a que marca o grão da ap- 
proximação, colloca-se o dito algarismo sob o algarismo do 
multiplicando que exprime unidades cem vezes mais fracas; 
opera-se depois como manda o primeira regra, e à direita do 
producto obtido omittem-seos dous ultimos a lgarismos, augmen- 
tando-se o precedente com uma unidade. ' 

Em virtude de tudo quanto se tem dito, comprehende-se fa- 

“ cilmente como se deveria modificar a regra, se a somma dos 
algarismos empregados do multiplicador fosse maior que 100, 
e menor que 1000, À f 

A demonstração da regra modificada é identica à primeira ; 
deixamol-a ao leitor, dando no entretanto outro exemplo para 
mais clareza, 


Determinar o producto de 3,14159265 por 2,7182818 á 0,001 
proximo. 


e] 
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Applicando a regra, temos: 


148 


3,14159265 
818,28172 


tw Su P a 


6 28318 
2 19905 
5144 
2512 
62 

24 


8,53962 


Ea 
ofana. voZHLO] 


O Ladai 
Y 


Desprezando-se os dous ultimos algarismos, e augmentando- 
n se o precedente com uma unidade, o producto buscado, ap- 
proximado a 0,001, é 8,540. 


Ordinariamente na pratica só se escrevem os algarismos nc- 
cessarios. 


Divisão abreviada, 


326. negra, — Para achar o quociente da divisão de dous 
numeros inteiros ou decimaes, approximado a uma unidade, de- 
termina-se em primeiro lugar o numero n de algarismos que deve 
ter o quociente; toma-se depois (n +-2) algarismos no divisor (a 
partir da esquerda), e no dividendo tantos quantos bastem para 
formar o menor numero possivel que contenha o divisor. Posto 
isto, obtem-se os algarismos do quociente dividindo o dividendo 
assim modificado pelo novo divisor, o resto d'esta divisão pelo 
divisor precedente privado do seo ultimo algarismo á direita, o 
resto d'esta outra pelo divisor precedente privado do seo ultimo 
algarismo á direita, etc. ; continua-se d'esta maneira até ter 
considerado todos os algarismos do quociente, 

Seja proposto determinar o quociente da divisão do numero 
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h6732,4873763 por 6,249074327, approximado a uma unidade. | 

Appliquemos a regra precedente ;'0 algarismo das mais altas 
unidades do quociente exprimindo unidades de mil, este terá 
quatro algarismos. Tomando-se 4 -+-2 ou 6 algarismos no divi- 
sor, este torna-se 624907,14327 ou 100000 vezes maior que o divi- 
sor dado; multiplicando-se o dividendo dado por 100000 é claro 
que o quociente da divisão dos numeros propostos é o mesmo 
que o da divisão de 4673248737,63 por 624907,4327 (nº 85). To- 
memos weste dividendo o numero 4673248 que contem menos 
de dez vezes o divisor inteiro 624907, e dividamos o primeiro 
pelo segundo, conforme a regra; s o 


dE 737,63 | 624907,4327 


298899 178 a 
48939 
5196 - 
À ; 
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7478 é o quociente pedido, approximado a uma unidade.: 


DEMONSTRAÇÃO DA REGRA, 


O resto da divisão 204 é a differença entre o primeiro divi- 
dendo parcial e osproducto abreviado do divisor pelo quo- 
ciente, o que pode-se ver directamente; com cffeito o primeiro 
dividendo parcial 4673248 exprime unidades de mil, e os diffe- 
rentes productos parciaes da multiplicação abreviada do divisor 
pelo quociente 7478 exprimem tambem unidades de mil; ef- 
fectuemos esta multiplicação 


> 
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624907,4327 Ç 
, 8747 


h3743h49 
249960 
43743 
h992 


4673044 


Ajuntando ao producto abreviado 4673044 mil os 204 mil do 
resto temos por somma 4673248 mil, que é justamente o pri- 
meiro dividendo parcial. 

Assim 


1673248000 == 624907,4327 x 7478 + 204000, 


o traço indicando o producto abreviado dos dous factores. 
Ajuntando aos dous membros da igualdade supra uma mes- 
ma-quantidade 737,63, temos : 


h673248737,63 == 624907,4327 X 7478 + 204737,65. 


Substituindo ao producto abreviado o.producto exacto, O se- 
gundo membro cresce em uma quantidade que é justamente 
igual ao erro do producto abreviado, que chamamos e; logo, 
diminuindo o segundo membro de e, temos 


h673248737,03 == 624907,4327 X 7478 + 204737,63 — e. 


Se demonstramos que cada uma das quantidades, 204737,63 
e e é menor que o divisor, 7498 será o quociente approximado 
a uma unidade, Ora 204 é o resto da divisão parcial, onde o di- 
visor 625 exprime unidades de mesma ordem; logo, 


204 < 62h 
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e a fortiori 


o 


204737,63 < 624907,4327; 


pela multiplicação abreviada se sabe que e é menor que 100 
mil, porém o divisor contem 624 mil, logo e é menor que o di- 
visor, + 

Cada uma das quantidades, o resto, e o erro sendo menor que 
o divisor, a differença será ainda muito menor; logo, 7478 re- 
presenta o quociente approximado a uma unidade. d 

Observação I. Se o quociente deve ter n algarismos, toma-se 
(n + 2) no divisor a fim de que o ultimo divisor empregado 
tenha tres e seja ao menos igual a 100 (1), limite do erro do 
producto abreviado. É claro que se aquelle limite fosse maior 
que 100, e menor que 1000 seria necessario tomar tres alga- 
rismos de mais no divisor em vez de dous. +. 


Observação II. O quociente será approximado por excesso 
ou por defeito se o resto fôr menor, ou maior que o erro do 
producto abreviado. Se o resto é maior que 100, o quociente é 
approximado por defeito; porém se é menor que o limite do 
erro do producto abreviado, não se pode conhecer, se é por 
excesso ou por defeito. - 


Observação IU. Se no divisor os primeiros algarismos são 
zeros, contão-se os (n + 2) algarismos a partir do primeiro 
algarismo significativo á esquerda, A - 

Observação IV. Pode acontecer que um resto contenha dez. 
vezes o divisor ; a partir d'ahi os algarismos restantes do quo- 
ciente são todos nove, e o quociente é approximado por defeito. 

Em lugar de operar assim, pode-se augmentar o algarismo 
precedente com uma unidade e completar por meio de zeros O 
quociente, que meste caso é approximado por excesso, 


Observação V. Determina-se o quociente da divisão de dous 


(1) É claro que 100 exprime unidades de ordem do algarismo á direita do & 
ultimo divisor empregado. 
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numeros dados, approximado a uma unidade decimal, por 
exemplo a 0,001, multiplicando-se o dividendo por 1000, e 


buscando-se o quociente approximado a uma unidade, como 
manda a regra (nº 326), 


Extracção abreviada da raiz quadrada de um 
numero inteiro, o 


327. Sabe-se pelo que se disse na theoria da raiz quadrada 
fue a extracção da raiz quadrada de um numero inteiro ou 
decimal, approximada a uma unidade decimal, reduz-se 
Sempre á extracção da raiz quadrada de um numero inteiro, 
aPproximado a uma unidade. 

Tneorema. Quando na extracção da raiz quadrada de um 
umero inteiro tem=se obtido mais de metade dos algarismos da 
aiz ou somente a metade, se o primeiro é 5 ou maior que 5, 
Pode-se obter os outros, dividindo o resto pelo dobro da raiz. 

Seja A o numero dado, a a parte achada da raiz com seo 
Valor relativo, æ o numero ordinariamente incommensuravel 
ue é necessario ajuntar a a para formar VÃ, e Ro resto 
logo que se tem subtrahido a? de A. Ora A diferindo de 
(a + x)? em uma quantidade infinitamente pequena pode 
Mos pôr : 


A= (a +2) = eH ax- 
Subtrahindo a? de um e outro lado, temos : 


A-t=R=20-+2"; 


Tonde deduz-se : 


2a0=R— z’, 


em seguida 


= 
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a AE 
Spot ari 


Se n designa o numero dos algarismos desconhecidos da raiz 
é claro que 
o < 40", 


em seguida 


Era SAO 


de outro lado « tem por hypothese quando menos 2n -+ 4 al- 
garismos, ou 2n se o primeiro algarismo é igual ou superior à 
5, de maneira que ter-se-ha sempre 


2a > 40%; 
por esta duplice razão 
x? 
zas! 
à x 
Assim desprezando-se a fracção > , O quociente completo 


E será o valor de œ por excesso, approximado a uma uni- 
dade; tomando-se somente a parte inteira d'aquelle quo- 
ciente o valor de x será approximado a uma unidade por 


excesso ou por defeito. 


Seja proposto, por exemplo, extrahir a raiz quadrada de 
3141592653589, approximada a uma unidade, 
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- Eis o typo da operação : 


3.14.15.92.65.35.894 1772452 


244 27/3h7/3542 
2545 | 
86 92 
16 08 653 589 | 3544000 
18705 452 
9353 
2245 


A raiz do numero proposto devendo ter sete algarismos, cal- 

i culão-se quatro pelo methodo ordinario ; esses quatro algaris- 

mos sendo 1772, a primeira parte da raiz que no raciocinio 

supra chamou-se a é 1772000, e o resto correspondente 

— — 1608653589; divide-se esse resto pelo dobro da parte achada 

= naraiz, isto é, por 3544000; ou 1608653 por 3544 (nº 68); o 

quociente 452 é a parte complementaria da raiz; assim, a raiz 
pedida é4772452, approximada a uma unidade. 


Extracção abreviada da raiz cubica de um numero 
inteiro, 


328. THEOREMA. Quando na extracção da raiz cubica de um 
numero inteiro se tem obtido mais da metade dos algarismos da 
raiz, pode-se obter os outros, dividindo-se o resto por tres vezes 
o quadrado da parte achada. 

Seja A o numero inteiro dado, a a parte achada na raiz, n 
o numero dos algarismos da raiz, œ o numero ordinariamente 
incommensuravel que é necessario ajuntar a a para obter- 


se /A. 


Podemos pôr sem erro sensivel : 


A=(araj=+34n+3arº a; 
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subtrahindo de um e outro lado a*, temos 


R=A — = 3 w m- 3 ax- T, 


R representando o resto da operação; dividindo a igualdade 
supra por 3 a°, temos : 


R "BaF 
Sal RSO 
d'onde se deduz: 
R TA x 
= —— —e U e . 
Sa sas A, Ka) E 


Sendo n o numero dos algarismos da raiz, o numero dos 
Er achados na raiz pelo methodo ordinario é quando 


n+2 ž 
menos a = ia , por conseguinte œ contem quando 
b e 


muito n — 2, isto é ` ne ; é claro que 


12 


n=2 


æ< 102 ca> 107; 


em seguida 
x <10"-2 3 a > 3.10m, 
por esta duplice razão : 


q 40u=2 4 


3a “3107-130 


De outro lado x sendo menor que a 


bo a T 
q < 4, em seguida 3 + <a 


! 


é 
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logo 


. sent le R Ars abr : 
Assim o quociente completo zg dará o valor de x, approxi- 
7) 
mado à 15 por excesso; tomando-se porém somente a parte in- 
teira d'aquelle quociente, obter-se-ha z, approximado a uma 
unidade por excesso ou por defeito; como applicação propo- 
nhamo-nos a extrahir a raiz cubica do numero 
h929h16078235h62396h423 
approximada a uma unidade. 
Eis o typo da operação : 
h3,294,678.235,162.396,423 | 3511 
E 162 | 3.3:=97 


162.94 5 
19875 


h 19 6.78 h96 | ser == 3675 
N aaa 1 
1432 43 5 51 (351)! = 43243551 


51 127235 


1 
(3511)* = 43280519831 


E 511272 | 3.351º == 36960 
h32 80 5 19 831 


144 58 404 


R=1115840h462396423 
a ==3511000 
342 3 (3511000)? == 36981361000000 
RO 1415840h462396423 
~ 34º 35981361000000 
141584|04462396423 36981|361000000 
30641 "382 F 


1057 
319 
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c= 382 
VA==a-+0==3511000+ 3852=3511382. 


Os quatro primeiros algarismos da-raiz, 3514, fôrão determina- 

dos pelo methodo ordinario ; os tres ultimos, como manda à 
regra (que acima demonstrámos), dividindo-se R por 34º, e cal- + 
culando-se o quociente a menos de uma unidade, para o que 
empregámos o methodo da divisão abreviada (nº 326). 


EXERSCICIOS., 
T. Calcular a menos de 0,014 


467,3256 -H 0,4326 -+ 3,00567 -+ 15,07432678. 


“TE Calcular a menos de 0,001 


567,07087 — 5,6073296, 


IH. Calcular a menos de uma unidade 
22674,832 X 467,52356, 

IV. Determinar a menos de 0,0001 0 producto seguinte 
0,0432763 x 0,0075367. 


V. Determinar, a menos de uma unidade, o quociente se- 
guinte 


141584011462396h23 
36981361000090 


VI. Calcular, a menos de 0,001 o quociente seguinte 


o 


= h672,9258748 
32,567279 
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VIL Calcular a menos de 0,1 o quociente da divisão dos dous 
numeros : 367,253468, 0,0037526, 


VIII. Calcular a menos de uma unidade 


\/ 6743090532093167. 
IX. Calcular a menos de uma unidade 


/25300080007854972 p 


X. O anno tropico consta de 365,24226 dias solares medios, e 
o anno sideral de 365,25638: determinar esses annos em dias 
Sideraes, a menos de 0,001, sabendo-se que o dia sola” medio 
equivale a 1,00273908 dia sideral, 
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CAPITULO II. 


ERROS ABSOLUTOS. 


Considerações preliminares. 


329. No capitulo precedente expômos os methodos abrevia- 
dos para se effectuarem as differentes operações da Arithmetica 
sobre numeros exactos, porém na maior parte das questões, 
que se appresentão na pratica, as quantidades que se conside- 
rão não são conhecidas senão approximadamente. 

Os instrumentos empregados nas sciencias d'observação não 
sendo perfeitos, os numeros que resultão das diversas expe- 
riencias não são exactos, e como depois são submettidos ao 
calculo, segue-se que o resultado das operações ao qual 
se chega, é tambem inexacto. Alem disso podem entrar no 
calculo outras quantidades como raizes incommensuraveis, 
z (razão da circumferencia ao diametro), etc., quantidades, 
cujos valores só podem ser obtidos de uma maneira approxi 
mada, de modo que duas questões principaes se appresentão 
westa theoria importante da Arilhmetica : 

I. Conhecendo-se ogrão d'approximação de cada dado de 
uma questão, determinar o grão d'approximação do resultado. 

II. Determinar o grão d'approximação com que se deve cal- 
cular cada dado de uma questão, para que o resultado seja ob- 
tido com uma approximação desejada. 

Eis um principio de grande importancia n'esta theoria. 

330. Principio. Se uma quantidade é muita pequena, em um 
calculo d'approximações pode-se desprezar o quadrado, o cubo; 
e as potencias superiores d'aquella quantidade. 
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Porque isso significa desprezar uma quantidade muito pe- 
quena relativamente a outras maiores. 

Antes de tratarmos questão alguma façamos conhecer a si- 
gnificação das lettras de que nos serviremos n'este capitulo, As 
lettras A, B,-G.... designarão quantidadas exactas; a, b, C,.... 
valores approximados d'aquellas quantidades; a, 6, )..... erros 
absolutos commettidos sobre aquelles valores, e Æo erro ab- 
soluto commettido sobre o resultado de uma ou muitas ope- 
rações, 


Addição. 


331, PRIMEIRA QUESTÃO. — Tomando-se a, D, C..... em lugar 
des B, Greco A; DO orror commettem -se os erros respectivos 
æ, B, Y... 3 SUppondo-se esses erros no mesmo sentido, por 
exemplo, todos por defeito, pergunta-se o erro commettido sobre 
a somma. 


Temos por hypothese : 


A =Q toa 
=t +2 


. 
APuosiaiso joio 


sommando membro a membro essas igualdades, 
A+BA-CG+..=a4-b4+-c+tas HABE 
e em virtude da definição (nº 320) 


E=A4B+G-+... —(a+-b-+c toe) =a- BHY. 


Assim, quando os erros teem lugar no mesmo sentido, o erro 
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commettido sobre a somma é igual à somma dos erros (1). 


Observação. Se os erros commettidos sobre os numeros são 
uns por excesso, e outros por defeito, vê-se facilmente pela 


igualdade supra que o erro commettido sobre a somma é me- 
nor que a somma dos erros. 


Exemrro, Seja proposto addicionar os seguintes numeros, 


h,3276 
8,2065 
3,7943 
6,7280 


23,0564 


approximados por defeito cada um a uma unidade de ordem 


do seo ultimo algarismo ; isto é, a menos de um decimo-mille- 
simo. . 


A somma será tambem approximada para menos, e o erro 
commettido sobre ella é menor que 4 decimos-millesimos; as- 
sim a verdadeira somma é comprehendida entre 23,0564 € 
23,0568 ; desprezando-se o ultimo algarismo, como inexacto, 
tem-se por valor da somma o numero 23,057, approximado à 
meia unidade da ordem dos millesimos. P 


SEGUNDA QUESTAO.— Determinar o gráo dapproximação com 
que deve-se tomar cada numero à, D, C,..... para que a somma 
seja obtida com uma approximação desejada FE, 

Esta questão ja foi tratada no nº 323. 


» 


(1) Ordinariamente na pratica não se conhecem os erros absolutos , commet- 
tidos sobre os numeros, porém limites superiores desses erros, de sorte que na 
addição, por exemplo, «, B; Y «e» SãO limites superiores dos erros commettidos 


sobre a, b, €. ...; então E, erro da somma, é menor que a somma dos erros, è 
não igual. 
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392, PRIMEIRA QUESTAO. — I. Se os erros são de mesmo sen- 
tido, por exemplo por defeito, temos € 


A= ae 
B=b--& 
e A-B=a—-bj+a—s: 


Conde se deduz : 


== (Å— B) — (a —b) =a =g, 


Assim, o erro da differença é igual å differença dos erros; 
quando são de mesmo sentido, 


II. Seos erros são desentido opposto, o minuendo por exem- 
Plo por defeito, e o subtrahendo por excesso temos : 


A=a--a < 
B=b— 6 


e A —B=4—b+a+ 8; 
Vonde se deduz : 
E=(A—B) — (a —b)=4 -+ 8. 


Assim, o erro da differença iguala somma dos erros, quando 
São de mesmo sentido. 4 


Exempro I. Calcular a differença dos dous numeros 24,338 e 
12,492, approximados cada uma uma unidade do ultimo al- 
Jarismo, o primeiro por defeito, o segundo por excesso. 
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O. “” D, 
Subtrahindo, temos : OT OA 
62. 47 
24,338 To. Ce 
12,492, A 
esa Kg» 

11,846 70 


O minuendo é muito fraco, e o subtrahendo muito forte; 
por esta duplice razão a diferença é muita fraca, porém o erro 
da diferença é 2 millesimos, por conseguinte a verdadeira dif- 
ferença é comprehendida entre 11,846, e 11,848; como o ulti- 
mo algarismo é inexacto, tomaremos, por valor da diferença 
14,85, numero approximado a meio centesimo por excesso. 

Acontece muitas vezes que não se conhece o sentido do erro; 
então deve-se sempre tomar o caso mais desfavoravel, como 
vamos ver no seguinte exemplo. j 


ExEMPLO II. Diminuir 2,958 de h,683, numeros approxima- 
dos a um millesimo. 
Operando, temos : 


Tomando o caso mais desfavoravel, o erro da differença é 
2 millesimos, por conseguinte a verdadeira diferenca acha-se 
comprehendida entre 1,723, e 1,727; 1,72 será a diferença 
buscada, approximada a um centesimo por defeito. 


SEGUNDA QUESTAO. — Qual o erro que se deve commetter s0- 


bre a, e b, para que o erro da differença seja menor que uma 
quantidade dada E, o 


Esta questão ja foi tratada no nº 324. 


Multiplicação. 


333, PRIMEIRA QUESTÃO. — I. Um dos factores, por exemplo 
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o multiplicando, sendo approximado a uma quantidade «, e o 
outro factor exacto, qual o erro commettido sobre o producto ? 
Multiplicando por B a igualdade 


A=a-ta 
temos : 
AxB=ax B-ta x B; 
- d'onde se deduz : 
E=AxB--axB=a«xB, 


Assim, o erro do producto é igual ao producto do erro do fac- 
tor approximado pelo factor exacto. 


IL. Ambos os factores são approximados a æ, e &, qual o erro 
do producto? 
Multiplicando as igualdades seguintes membro a membro, 


A= d-a 
B=b+6 


temos : 
A xB=axb+tbxataxbtzxő; 


d'onde se deduz : 


E=ixB—axb=bxatax6é-t+-axe; 


o producto æ x & podendo ser desprezado, porisso que x, e 8 
são quantidades ordinariamente muito pequenas (nº 330), 
pode-se tomar sem inconveniente, 


E=bxataxe. 


Assim, o erro do producto iguala à somma dos productos que 
se obtem, multiplicando-se cada factor pelo erro do outro. 
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Observação. Se os erros são de sentido contrario o erro do 
producto torna-se menor, por isso que entãoB=b x q — axe. 

Exeurro I. Seja proposto multiplicar 2,71828, approximado - 
a 0,00001, por 13,483073, numero exacto. 

O multiplicador sendo menor que 20, o erro do producto é 
menor que 0,00001 x 20 =0,0002, por conseguinte menor 
que 0,001. Calcular-se-ha-o producto com tres algarismos de- 
cimaes. é y 

Empregando-se a regra d'Oughtred acha-se que 36,651 é 0 
producto pedido approximado a 0,001. 

Exempro JL Calcular o producto dos dous numeros 67,48604, 
21,46743, approximados por defeito a menos de 0,00001, 

A fim de diminuir o erro do producto tomaremos o multipli- 
cador por excesso; o erro do multiplicãndo causa no producto 
um erro menor que 70 centesimos-millesimos, ou 7 decimos- 
millesimos, e o do multipligador um erro menor que 30 cente- 
simos-millesimos, ou 3 decimos-millesimos, porém esses erros 
sendo de sentido opposto, é claro que o erro do producto será 
menor que o maior d'esses erros; isto é, menor que 7 decimos- 
millesimos, e a fortiori menor que 1 millesimo. Calcular-se-ha “ 
o producto com tres algarismos decimaes. A pplicando-se a 
regra d'Oughired acha-se que 99,031 é 0 producto, approxi- 
mado a menos de 0,001. 


334, SEGUNDA QUESTÃO. — I. Qual 0 gráo d'approximação 
` com que deve-se calcular a para que erro do producto seja me- 
nor que E, 
O factor B sendo exacto, e x sendo o erro desconhecido, 
bastará pôr dido 
xbr a + 


VIDIIOTUE 
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co 
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donde se deduz: 


Assim, o exro do factor deve ser menor que o quociente do 
erro do producto divido pelo factor exacto. 
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II. Os dous factores sendo approximados, qualo gráo tap- 
proximação com que deve-se calcular cada um d'elles para que 
0 limite do erro do producto seja menor que EE, 

Em virtude da primeira questão, « e & sendo os erros des- 


conhecidos, bastará escrever: 


bxatraxé<m; 


boder=se-ha sempre tomar x assaz pequeno de modo que bx. 
seja menor que Æ, e depois determinar & de tal maneira que o 
producto a x 6 junto à b x æ faça uma somma menor que E, 
Exempro 1. Calcular a um decimetro quadrado proximo a 
superficie de um circulo, cujo raio é igual a 4,30. 
A Geometria fornece a Seguinte formula 
SS Na “8 


onde S representa a superficie do circulo, x a razão da circum- 


- ferencia ao diametro, numero que é igual à 3, 14159265.... eR 


© raio do circulo. 

“Calcular a superficie do circulo a menos de um decimetro 
quadrado é o mesmo que calcular o producto x x Rº a menos 
de um centesimo, para o que deve-se tomar 


a <p isto é, « < 


“tomando por conseguinte m com dous algarismos decimaes, 


temos: 


+  S=3,14 Xx 1,69==5,3066 ; 
` 


a superficie buscada é 5,31, approximada a menos de um cen- 
timetro quadrado, s 


Exempro H, Calcular a menos de um millimetro a circumfe- 
rencia do circulo circumscripto a um quadrado, cujo lado é 
igual å um metro. 
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Sabe-se pela Geometria que o raio d'esse circulo é igual à 
1V2, ese G designa a circumferencia, tem-se 


G=7xV2 


Trata-se de calcular um producto de dous factores approxi- 
mados à 0,001 proximo; tomando-se os erros. 


a < 0,0001, e 8 < 0,0001 


e em sentidos DE DÓ sto é claro que se terá 


bxa-trax p< 0,001 


por isso que cada um dos factores incommensuraveis 1/21 4a 
é menor que 10 ; tomar-se-ha por conseguinte 


V= fnna n=3,14146. 


Empregando-se a regra d'Oughtred, acha-se que o compri- 
mento da circumferencia é 4,443, approximado a 0,001. 


PRODUCTO DE MUITOS FACTORES. 


335. Suppondo 
A=aterB=b-+8,0(=c+y,D=d-+ô, 


qual o erro que se commette tomando-se em lugar do producto 
exacto A. B.C.D, o producto approximado a, b. e. . 

Se um factor somente fosse approximado, por exemplo A, € 
os outros exactos, o erro do producto tomando-se em lugar de 
A. B. C. D, o producto approximado a. B. €. D seria 


(a+-0).B.G.D. — a. B. C. D. =a. B. C. D. -+ z. B. G. D: — 
—a. B.C. D. =x. B. CD, 


isto é, igual ao erro do factor multiplicado pelo producto dos 
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outros factores, islo quer dizer que o producto exacto diminue 
‘de a. B. C. D. 

Será facil ver-se que mudando B em b no producto a. B.C.D, 
este diminue de um numero menor que 6. a. C. D, ou melhor 
ainda de um numero menor que &. A. C. D, e assim até o ulti- 
mo; de sorte que tomando a. b. c. d. em lugar de A. B. C. D, 
este producto diminue de uma quantidade menor que 


& BO. D. +6. A.C. D. == 7. A.B.D: +0,4.B. C: X 


Assim, o erro commettido em um producto de muitos facto- 
res, approximados por defeito, é menor que a somma que se 
obtem multiplicando-se o limite do erro de cada factor pelo 
producto de todos os outros, 


Observação I. Gomo a maior parigdas vezes os factores não 
são conhecidos exactamente, para calcular-se o crro do pro- 
ducto tomão-se aquelles, approximados por excesso. 

Observação IT. Se todos os factores são approximados a uma 

* mesma quantidade x, o erro do producto EE é menor que 


ax (be d. ra cdra dd -Ha cb.) 


a', Vc, d', designando os valores de A, B, C, D, approximados 
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336. PRIMEIRA QUESTÃO. — Sendo «o erro commettido sobre 


um numero approximado a, qual o erro sobre o quadrado d'esse 
numero ? 


Elevando ao quadrado a igualdade 


A=as-a 
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temos : 


= 


A=q-iIxaxa-tr-a 


d'onde se deduz: 


E=A"—-=)xaxato: 


desprezando z? (nº 330), temos : 


7 GE=2xaxa, 

Assim, o erro sobre o quadrado de um numero, approximado, 
«igual ao erro sobre o numero multiplicado por duas vezes esse 
mumero, 

Z Exexnrro, Calcular a superficie do cir culo, cujo raio approxi- 
Shado aum centimetro é 3,52, 
z å superficie S de um circulo é dada pela formula seguinte : 
> S=7x Ri 
= 
— O erro sobre o quadrado R? é menor que 2 x 4 x 0,01 ou 
30,08,ca fortiori menor que 0,1; o da superficie será menor” 
<; que 0 ,1 X x, isto é, menor que 0 Pê têr-se-ha pois a superficie 
im a menos de um metro quadrado. Effectuando-se os calculos 


U) ; 
t acha-se R? = 12,4, ¢ S= 39": a menos de um metro quadrado. 


337. SEGUNDA QUESTAO. — Qual o gráo d'approximação com 
que deve-se tomar um numero approximado a para que o erro 
sobre seo quadrado seja menor que uma unidade dada Œ. 

O erro do quadrado sendo 2 xa x z, bastará por : 
2xXxaxo<E, 


o 


d'onde se deduz : 


Assim, o erro sobre o numero approximado deve ser menor 


e 
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que o quociente da divisão do erto sobre o quadrado pelo dobro 
desse numero, 


Cubo. 


338, PRIMEIRA QUESTAO, — Tomando-se a em lugar de À com- 
metle-se um erro x, qual o erro commettido tomando-se a? em 
lugar de Nº, 

ilevando ao cubo a igualdade 


AU, 
temos: 
P=a+-)xaxatixax ro, 
d'onde se deduz: 


EA q=IxtixatrIxaxe ao: 
. 
desprezando-se 3 x a x aea’ que são quantidades muito pe- 
quenas relativamente ás outras, pode-se pôr sem erro sensi- 
vel: 


E=Ixa xa, 


Assim, o erro sobre o cubo de um numero, approximado, é 
igual ao erro sobre o numero multiplicado por tres vezes o sco 
quadrado. 


339. SEGUNDA QUESTAO. — Qual o erro que se deve commetter 
sobre o numero approximado a, para que o cubo seja obtido 
com uma approximação desejada E. 

O erro sobre o cubo sendo 3 x a? x «, bastará pôr 


IX xa<E, 


ass TRNBIJOTHECA “PUBLICA 


d'onde se deduz : GO 


Assim, o limite do erro'sobre o numero approximado deve ser 
menor que o quociente da divisão do limite do erro sobre o cubo 
por tres vezes o quadrado do numero approximado. 


Potencia de grão m, 


340. PRIMEIRA QUESTÃO. — Sendo « o erro commeltido sobre 
umnumero approximado a, qual o erro commettido sobre à po- 
tencia a”, 

Como a” é um producto de m faclores iguaes a a, é claro 
(nº 335) que 


m—1 


E=azm.a 


Assim, 0 erro commettido sobre a potencia de gráo m é menor 
que o erro commettido sobre o numero multiplicado porm vezes 
a potencia de gráo m —4, 


SEGUNDA QUESTÃO. — Qual o gráo d'approximação com que - 
deve-se tomar a para que o erro sobre a” seja menor que Æ. 

Acabâmos de ver que o erro commettido sobre a” é x. m. a" 1, 
sendo z o limite do erro commettido sobre a, logo satisfare- 
mos a fortiori à questão, pondo : 


E 
amea. ee EL Ondora < "= 
m. a 


Assim, o erro commellido sobre o numero deve ser menor que 
o limite do erro que se quer commetter sobre a potencia dividido 
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por m vezes a potencia de gráo m — 4 do mesmo numero ap- 
proximado., 


Divisão, - 


341. PRIMEIRA QUESTÃO. — J. O dividendo sendo approxi- 
mado, e o divisor exacto, 

Dividindo a igualdade A =a -+g pelo divisor exacto B, 
temos 


“onde se deduz 


Assim, o erro do quociente de um numero approximado por 
um numero exacto , é igual ao erro do dividendo dividido pelo 
divisor. + 

I. O dividendo sendo exacto, e o divisor approximado. 
O erro do quociente será - 

A A AxB 


E= DEE DOF 


aquantidade & sendo muito pequena relativamente a b no de- 
nominador, pode ser desprezada de modo que a expressão do 
erro torna-se : 


Assim, o erro do quociente de um numero exacto por um nu- 
mero approximado é igual ao erro do divisor multiplicado pelo 
dividendo, e dividido pelo quadrado do divisor. 


19 
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HI. O dividendo e o divisor sendo numeros approximados. 
Tomando o caso mais desfavoravel, em que os erros são de 
sentidos contrarios, temos : 


La! E do a 


"BIBL lOTHECA PUBLIC 


e desprezando & no denominador . LO 
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bxataxB'. af 
E = 1 
RR 
Assim, o erro do quociente de dous numeros approximados é P 


igual á somma dos dous erros parciaes. 


Exexpro I. Dividir 2346780,94327 approximado a 0,01 pelo 
numero exacto 1,276325783, 

À om. 0,01 3 

O erro do “quociente é menor que 276325763 e em deci 

maes menor que 0,003 ou melhor ainda menor que 0,04. Ter- 


se-ha pois o quociente com dous algarismos decimaes. 


ExempLo Il, Dividir o numero exacto 13,729 pelo numero 
6,287, approximado æ 0,001. 

O dividendo sendo menor que 44, o divisor máior que 6, O 
ht x 0,001 
3604 
0,002, ou melhor ainda-menor que 0,01. O quociente terá dous 

algarismos decimaes exactos. 
Empregando-se o methodo da divisão abr eviada, acha-se O 
quociente 695,54, approximado a menos de 0,01, 


erro do quociente será menor que — ou menor que 


Exempro II, Dividir 3,467 approximado a 0,001 por 44,37 
aproximado a 0,01. 


0,001 
A 
menor que 0,0001; o erro proveniente do divisor é menor que 


O erro proveniente do dividendo. é menor que =-—, ou 
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4 x 0,01 
196 
mettido sobre o quociente é menor que'o 0,0001 + 0,0003 = 
==0,0004, ou melhor ainda menor que 0,004. Ter-se-ha o quo- 

ciente com tres algarismos decimaes exactos. 
Applicando-se o methodo da divisão abreviada, acha-se que 
o quociente pedido é 0,241, 


ou menor que 0,0003; por conseguinte, o erro com- 


342, SEGUNDA QUESTÃO. I. Qual o erro que se deve commelter 
sobre o dividendo a, para que o erro do quociente pelo divisor 
exacto B seja menor que E, 

Sendo « o erro desconhecido é claro que bastará pôr : 


<E; 


d'onde se deduz : 
a<ExB. 


Assim, o erro que se deve commetter sobre o dividendo deve 
ser menor que o producto do limite do erro do quociente multi- 
plicado pelo divisor, g 

I. Qual o gráo d'approximação com que se deve calcular o 
divisor b, para que o erro do quociente de A, numero exacto, 
por aquelle divisor seja menor que E, 

Sabemos que o erro commettida sobre o quociente é menor 


que AXE , pondo : 


Assim, o erro do divisor deve ser menor que o erro do quo- 
19, 


292 TRATADO 


ciente multiplicado pelo quadrado do divisor, approximado por 
defeito, dividido pelo dividendo exacto, 

HI. Com que gráo d'approximação deve-se tomar o dividendo 
e o divisor para que a approximação do quociente seja menor 
que uma quantidade dada E. 

Sendo « ef os erros desconhecidos, é claro que bastará pôr : 


tomando-se 4 < E, poder-se-ha sempre dar á pum valor tal 
a axt 
que a somma px 57 

ExEMPLO. A quarta parte da superficie da terra sendo so- 
mente habitada e havendo 1500 habitantes em cada myriametro 
quadrado , pergunta-se a população da terra a menos de 1000 
habitantes. 

Em virtude da definição do metro o comprimento da cir- 
cumferencia da terra é de 40000000 de metros ou 4000 myria- 
metros; de outro lado sendo R o raio de um circulo, o compri- 
mento de sua cireumferencia é 2x R; logo : 


seja menor que E, 


2 z R= 4000, 


donde se deduz : 


ora 4 x R? sendo a superficie da sphera de raio R, o quarto 
desta superficie é 7 R*; substituindo, temos : 


24 
Rise (=) a 4000000 ; 
T T 


em seguida o numero x de habitantes é ? 


REL 4000000 x 4500 6000000000 


T T 
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Trata-se de conhecer com que approximação deve-se tomar 
T = 3,11159265358979..., para que o quociente seja obtido a 
menos de 1000 unidades. 

Em virtude do que se disse (nº 342 — IN), o erro derg ser 
menor que 


9 9 
1000 X SSo0000000 = 000000 < 0:00001 ; 


deve-se pois tomar x = 3,14159. Applicando-st o methodo da 
divisão abreviada, acha-se que o numero dos habitantes da 
terra a menos de 1000 é 1909860000. 


Raiz quadrada. 


343. PRIMEIRA QUESTÃO. Sendo « o erro commettido sobre um 
numero a, qual o erro commettido sobre sua raiz ? 

Sendo E o erro desconhecido, e b a raiz de a, sabe-se 
(nº 336) que 


Roe DE 
d'onde se deduz: ` A s 
a o. 
E= <= 
2b a 


Assim, q erro da raiz quadrada de um numero approximado 
é igual ao erro commettido sobre esse numero dividido por duas 
vezes a raiz, 

Exemrro, Extráhir a raiz quadrada do numero 627,32 ap- 
proximada a menos de 0,01. 

0,01 s 

O erro da raiz é menor que ; 735 = 0,0002 , ter-se-ha pois a 

raiz com tres algarismos decimaes exactos; empregando-se o 


1 
E a — Es 
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methodo abreviado da extracção da raiz quadrada, acha-se 
22,963. 


527,32 Lae 22,963 


12 l i iC 
E 32 “ho BLIOTHEC cÀ pUBL 
29100 | 458 ao dl 
1620 [ "63 ESTADO DO MABAN 
246: 


3hh. SEGUNDA QUESTÃO. Qual o gráo d'approximação com que 
se deve calcular a para que o erro da raiz quadrada seja me- 
nor que E, 
Sendo « o erro commettido sobre o numero, o erro commet- 
A 
tido sobrearaiz é ===, Eudemons a fortiori a questão, 


2Va 


pondo : Zy 


d'onde deduz-se : 
a< Ed. Va. 


Assim, o limite do erro do numero deve ser menor que o limite 
do erro da raiz, multiplicado pelo dobro da raiz. 

Exempro I. Calcular com uma approximação menor que um 
decimo de segundo o tempo que emprega um corpo no vacuo, 
para cahir de uma altura de 100 metros. a 

Demonstra-se na Physica a seguinte relação : 


2 
p= 85 , em seguida = z, 


onde t representa o tempo, expresso em segundos, A a altura 
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e g (1) a aeceleração da gravidade ou o dobro do espaço per- 
corrido no vacuo durante o primeiro segundo por um corpo 
que cahe livremente. 
No problema proposto a quantidade desconhecida sendo 
t, e h ==100, temos: À 
200. 


t=4/—— 


g 


3 200 
Procuremos com que approximação e deve ser calculado, 


para que t seja obtido com uma approximação menor que 0,1; 
sendo « o limite d'esse erro, deve-se pôr (nº 344) 


[94 


51 1 0,4, donde: a< 0,1 x2t. 


Ora t sendo maior que 4, a condição supra será preenchida, 
tomando-se a < 0,1 x8=0,8; isto é, calculando-se a quan- 
; 200 é o 
tidade ER com uma approximação menor que 0,8; para o que 
cumpre tomar-se g = 9,8. 
“Operando-se, acha-se: 


os = 20,4, em seguida: V20,4=1",5, 
3 
resultado approximado a 0,1. 
Exeurro IL. Calcular 4/2032579h com uma approximação 
menor que 0,001, 
Ora 


bd 
421325794 = y \/24325794 ; 


busquemos com que approximação deve-se calcular a primeira 


(1) No Observatorio de Paris g = 9" ,80896 n.. 
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raiz para que a segunda seja obtida com uma approximação 
menor que 0,001; sendo z o limite d'esse erro, e a o valor da 
primeira raiz, deve-se ter (nº 344) : 


a< 0,001 x2. Va. 


Ora a sendo menor que 4000, a é menor que 20, a condição 
supra será preenchida, tomando-se 


q < 0,001 x 40, ou melhor ainda: g < 0,1. 


Assim, deve-se calcular a primeira raiz a menos de 0,1 para 
obter-se;a segunda a 0,004. 


ESTADO p io 
MM O 


345, PRIMEIRA QUESTÃO. Sendo o o erro commettido sobre um 
numero a, qualo erro E da raiz cubica d'esse numero ? 

Sendo b a raiz cubica de a, e E o erro d'aquella raiz, o erro 
commettido sobre o cubo de b é 3.02, E; logo : 


PUBLICA 


> 


a= 3.b, E y donde: E= 


Assim, o erro commettido sobre a raiz cubica é igual ao erro 
commellido sobre o numero dividido por tres vezes o quadrado 
da raiz cubica. , 


SEGUNDA QUESTÃO. Qual o gráo d'approximação com 
que deve-se calcular a, para que sua raiz cubica seja obtida com 
uma approximação menor que E? 

Se æ representa o erro que deve-se commetter sobre o nu- 
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a +. 
mero, o erro da raiz é PET satisfaremos a fortiori a 
1] 


questão, pondo : 


TV , donde, a<E.3(a). 


Assim, o limite do erro commettido sobre o numero deve ser 
menor que o limite do erro da raiz, multiplicado por tres vezes 
o quadrado da raiz. 


Raiz de grão m. 


347. PRIMEIRA QUESTÃO. — Sendo œo erro commettido sobre 
um numero a, qual o erro E commettido sobre Y a? 

Suppondo b=/a, vimos que o erro commettido sobre 
br EE xmxbr=": logo, 


+ =Exmxb'=", 
d'onde deduz-se : 


[24 A 


E = o egee > = —— 

mabe E m (a) 

Assim,'o erro commettido sobre a raiz de gráo m de um nu- 
mero approximado, é igual ao erro do numero dividido por m 
vezes a potencia de gráo m — 1 d'aquella raiz, 


SEGUNDA QUESTÃO. Qual o gráo Vapproximação com que se 
deve calcular a para que Va seja approximada a menos de uma 


quantidade E. 
Sendo g o erro commettido sobre o numero, o erro commet- 
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vA 
Z é raami; SatisfAr , fortiori a 
tido sobre a raiz é mN/a) 7, satisfaremos a fortiori 
questão, pondo : 


ICAO ça 


donde deduz-se: 


«<E.m, (a)" =+. 


Assim, o erro do numero deve ser menor queo limite do erro 


que se quer commetter sobre a raiz, multiplicado por m vezes « 
potencia de gráom — 1 aquella raiz, 


mM es 
e T 
EXERCICIOS. = = 
I. Calcular a menos de 0,00001 a somma am 
O 
05 
aA EAS Aa ASS A PRE 
(ss sfai sians ed ) dr 
AJ Cs 
ras UI 
II. Calcular a menos de 0,00001 a expressão ds E 
+ O 
E E Z D 
( 1 veres? 3 Hz Near! ja Za) 


HI. Calcular a menos de 0,001 a expressão 


WM 2—V 24 VIF 


Iv. Calcular à menos de 0,000001 a fracção - 


T = 3,14159265358979332... 
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V. Calcular a menos de 0,001 


3/5130740 
T 


VI. Calcular a menos de 1 kilometro o comprimento da cir- 
cumferencia da terra, partindo da definição do metro, 

VII. Determinar, a menos de 0,01, o comprimento de uma 
circumferencia, cujo raio é iguala 2" ,256, = 

VII, Determinar a 0", 01 o raio de um circulo, cuja circum- 
ferencia é igual á 6”, 

IX. Calcular a superficie de um circulo cujo raio é igual à 
1", 5748, a menos de 1 decimetro quadrado. 

X. A superficie de um circulo é de h metros quadrados ; calcu- 
lar amenos de 0,001 0 raio d'esse circulo. 

XI. Determinar por meio da formula da Physica 


v=Va2gh 


a velocidade V com que chega á terra um corpo, abandonado 
livremente no vacuo, de uma altura h = 100", 

XII. Partindo da mesma formula do problema precedente, 
pergunta-se a menos de 9,1, a altura de que cahe um corpo, que 
chega à terra com uma velocidade 25" , 33. 

XII. Determinar, a menos de 4 segundo, o numero de gráos 
de um arco de circulo, igual ao seo raio. 

XIV. Determinar, a menos de 4 millimetro , a circumferencia, 
cujo raio é igualá diagonal deum quadrado, que tem 0" ,5 por 
lado. , 

XV. Calcular a menos de 0,0001 


Vu28,32-+ 57,16 


XVI. O peso do ar atmospherico secco,no Observatorio de Paris, 
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TE do 
‘peso de um igual volume d'agua distillada no maximum de den- 
sidade. Pergunta-se a menos de 4 milligrammo o peso de 4 litro 
dear. i 

XVII. A densidade do mercurio na temperatura do gelo é 
13,5980 relativemente á agua distillada no maximum de densi- 
dade, determinar a menos de À decigrammo O peso de 8h3, n59 
centimetros cubos de mercurio. 

XVII. Calcular a menos de 0,001 a densidade da platina 4 
zero grão, relativamente á agua distillada no maximum de 
densidade, sabendo-se que dous volumes iguaes de platina, € 
agua, em taes circunstancias pesão ; o primeiro 149:,493,€0 
segundo 64s , 793, 

XIX. Calcular a menos de 0,001 


na temperatura do gelo, e sob a pressão de 0", 76 é 


Voos + 


XX. Demonstra-se na MECANICA RACIONAL q relação importante 


l 
o ERNO 
“Vg 


que se chama EQUAÇÃO DO PENDULO SIMPLES, onde t (numero de 
segundos) representa o tempo de uma oscillação completa do pen- 
dulo, 1 seo comprimento ; e as outras quantidades, seos valores 
conhecidos ; determinar a menos de 0,010 comprimento 1 do pen- 
dulo que batte o segundo em Paris ; isto é, cuja oscillação se 
executa em um segundo, no vacuo. 
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CAPITULO II. 


ERROS RELATIVOS. 
> 


348. Chama-se exro relativo a razão do erro absoluto de uma 
quantidade approximada ao valor exacto d'aquella quantidade. 

Se « é o erro absoluto commettido sobre o valor approxi- 
mado a de uma quantidade À, e e o erro relativo, temos 


E 


, onde z= £., A, 


>IļR 


É pelo erro relativo, e não pelo erro absoluto que deve-se jul- 
gar da approximação das quantidades; por quanto, não basta 
dizer-se que o erro commetlido sobre certo comprimento é 
menor por exemplo que um millimetro, para que se possa con- 
cluir que a medida foi bem feita; porque sendo aquelle erro 
quasi nullo em um comprimento de 2 metros, é consideravel 
quando trata-se da medida do diametro de um tubo thermo- 
metrico. 

Logo que se conhece o erro relativo commettido sobre o re- 
sultado de uma ou muitas operações é muito facil deduzir-se o 
numero dos algarismos exactos de que elle compõe-se: esta 
relação importante é expressa pelos dous theoremas seguintes. 


349. THEOREMA I, Logo que um numero a é conhecido comm 
algarismos exactos, & partir do algarismo k das mais altas 


. . + mu 1 
unidades, o erro relativo < é menor que a fracção ES 


Tendo a por hypothese m algarismos, o erro absoluto « 


`» 
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por limite do erro relativo 
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commettido sobre aquelle numero é menor que uma unidade 
de ordem do seo ultimo algarismo á direita (nº 321); tomando 
aquella unidade por unidade principal, temos : 


a<4,ea>k 407=1: 


por aquella duplice razão , temos : 


BIRI IOTI AEÇGA PUBLICA 
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ExempLo I. Se no numero exacto 432,4739 conservão-se s0- 
mente os cinco primeiros algarismos; isto é, 432,47, o erro ab- 
soluto é menor que 0,01, em seguida o erro relativo é menor 
4 4 
we qo = OOo * 


ExempLo II, Se no numero 0,00467325943 conservão-se 08 
dons primeiros algarismos, o erro absoluto é menor que 
1 1 
1.40 10º 
Observação. Muitas vezes, para maior simplicidade, toma-se 


o, 0001, e o erro relativo menor que 


1 1 
Tymi eM lugar de aqua + EE 


sim, nos exemplos precedentes os erros relativos serião me- 
1 


1 
nores que RRR T0000 ? ome 10º 


990, THEOREMA 1I, Se um numero a, cujo primeiro algarismo é 
k, foi calculado com um erro relativo menor que ERA" 
pode-se contar sobre os m primeiros algarismos d'aquelle nu- 
mero; isto é, o erro absoluto será menor que uma unidade de 

ordem do seo ultimo algarismo, 

Com effeito, temos por hypothese, a designando o erro ab- 
soluto, 


1 
< Uno 
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de outro lado, tomando por unidade principal a unidade do 
ultimo algarismo do numero, temos o 


a< (k4-4)40"—:; 
em seguida 


<1 0. q. en d, 


4 1 do E P 
EXEMPLO. Se z0000 OU UFI xI é o erro relativo 


com que foi calculado o numero 432,725853 pode- se contar 
sobre os cinco primeiros algarismos, 432,72; ou o erro abso- 


luto é menor que uma unidade de ordem do ultimo algarismo 


conservado ; isto é, menor que 0,01. 


354. ObservaçãoI, Se o primeiro algarismo X é desconhecido 
e se é impossivel determinal-o immediatamente, deve-se to- 
1 4 
Tor em lugar de. —— 
por isso que ké quando muito igual a 9, 

352, Observação II. Pode acontecer que um numero Lendo 
sido calculado com uma approximação relativa menor que 


1 
==» Seo ultimo algarismo não seja exacto, como 
EFI x 107" e eae 


mar por limite do erro relativo — 


vamos vêr, pelo seguinte exemplo : supponhamos que o cal- 
culo de um numero 0,047935 conduza a um valor approxi- 
mado 0,047843; o erro relativo aqui (n° 350) é menor que 
z= TET: applicando o theorema supra pode- 
mos contar sobre tres algarismos; isto é, 0,0478 ; comparando- 
se porém este numero com'o numero exacto, vê-se que o ul- 
timo algarismo do numero approximado não é exacto. Neste 
caso augmenta-se com uma unidade o ultimo algarismo con- 
servado, então o erro absoluto será menor que uma unidade 
de ordem do ultimo algarismo conservado. Assim no exemplo 
precedente deve-se tomar 0,0479. Isto tem lugar todas as vezes 
que o numero é approximado por defeito; 


E. 
Biblioteca Pública Benedito Leite 


UFI 


306 — TRATADO 


Do exposto resulta a seguinte regra de uso frequente : 
Para calcular um numero com m algarismos exactos, calcu- 
la-se um valor approximado para mais ou para menos, porém 


5 - 4 
aia ; ` Dir Da RE LOCO) 
tal que o ei ro relativo seja menor que WFL ’? log 


que o primeiro algarismo k é conhecido immediatamente, ou 


1 De - 
menor que per, logo que k não é conhecido ; se o valor achado 


é approximado para mais, tomão-se os M primeiros algarismos 
desprezando-se os outros sem alterar o ultimo algarismo conser- 
vado; porém, se o valor é approximado para menos, augmenta- 
se com uma unidade o ultimo algarismo conservado ; em um € 
outro caso o numero é approximado a menos de uma unidade 


do ultimo algarismo. 


Addição e subtracção. 


353. N'estas duas operações é mais simples, c algumas vezes 
ha mesmo mais vantagem, empregar os erros absolutos em 
lugar dos erros relativos. 


Multiplicação., 


354. TaeoreMa. O erro relativo de um producto de dous fac- 
tores approximados iguala a somma dos erros relativos dos dous 
factores. 

Sendo, « e b os numeros approximados, « e 8 seos erros abso- 
Jutos respectivos, o erro absoluto do producto éa x 6 +b x 4, 
em seguida “ 
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w 


DE ARITHMETICA. 305 


sentido opposto, é facil ver-se que o erro relativo do producto 
será igualá differença dos erros relativos dos dous factores. 


Observação II. O theorema supra extende-se facilmente a um 
numero qualquer de factores approximados. 


Quadrado, cubo, potencia de grão m. 


“355. THEOREMA. O erro relativo do quadrado de um numero 
approximado é igual ao dobro do erro relativo daquelle nu- 
mero. , 

Com effeito, o quadrado de um numero sendo um producto 
de dous factores iguaes á aquelle numero , O erro relativo do 
quadrado é igualá somma dos erros dos factores, ou ao dobro 
do erro relativo do numero dado. 


396. THEOREMA, O erro relativo do cubo de um numero ap- 
proximado é igual ao triplo do erro relativo daquelle numero. 

A razão é por que o cubo é um producto de tres factores 
iguaes. 

357. THEOREMA GERAL, O erro relativo da potencia de gráo m 
de um numero approximado é igual á m vezes o erro relativo 
Paquelle numero. 

A razão d'este theorema é porque uma potencia de grão m 
é um producto de m factores iguacs. 


APPLICAÇÕES, 


ExempLO I, Multiplicar 432,42 por 3,4415, approximados cada 
um a uma unidade dos seos ultimos algarismos, 
O erro relativo do multiplicando sendo menor que 7 a j 


eo erro do multiplicador menor que o o erro relativo do 


en 
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conseguinte (nº 351) pode-se contar sobre quatro algarismos 
do producto. Ora vê-se facilmente que este contem quatro na 
parte inteira; logo, o erro absoluto do producto é menor que 4; 
assim empregando a regra da multiplicação abreviada, teremos 
o producto pedido, calculando-o a menos de uma unidade. 


producto será menor que 


ExempLo II. Calcular o producto - 


3,11159265 ..... X 2,7182818 a.. 


approximado a 0,001, sabendo-se que podem-se obter aquelles 

numeros com uma approximação tão grande quanto se queira. 
O producto não tendo senão um algarismo na parte inteira, 

buscamos seos quatro primeiros algarismos, para o que 

: ; E 

basta-que o erro relativo do producto seja menor que To" 

e em seguida que o erro relativo de cada factor seja menor que 
1 

qo SOMOS pois levados a buscar o producto 3,1415 x 2,7182 


- approximago %09 004 RR se, acha-se 8,540. 
o SOM PlBLICA 
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358. THEOREMA. O erro relativo de um quociente é igual ao 
erro relativo do dividendo mais ou menos o erro relativo-do di- 
visor. < 

O dividendo sendo o producto do divisor pelo quociente, 0 
erro do dividendo é igual á somma ou á differença dos erros 
do divisor e do quociente, se estes são approximados no mes- 
mo sentido ou em sentido opposto; logo, o erro do quociente é 
igual ao erro do dividendo, diminuido ou augmentado com 
o erro do divisor. 


DE ARITAMETICA. 307 


Raiz quadrada, — Raiz cubica, — Raiz de grão m. 


= 


359. THEOREMA. O erro relativo da raiz quadrada de um 
numero é igual á metade do erro d'aquelle numero, approxi- 
mado por defeito. - 

O erro relativo do quadrado de um numero sendo o dobro 
do erro relativo do numero, é claro que o erro relativo da raiz 
quadrada será a metade do erro relativo do quadrado. 


360. THEOREMA, O erro relativo da raiz cubica de um nu- 
mero é igual ao terço do erro relativo do numero, approximado 
por defeito. e 

THEOREMA GERAL, O erro relativo da raiz de gráo m de um 

numero é m vezes menor que o erro do numero approximado 
por defeito, g 

A demonstração dos dous theoremas precedentes é identica 
á do primeiro ; além disso estes theoremas podem ser de- 
monstrados directamente, o que não offerece dificuldade al-. 
guma, 


APPLICAÇÕES, 


ExEMPLO I. Dividir 3,14159265 por 2,7118281, numeros ap- 
proximados cada um a uma unidade dos seos ultimos alga- 
“Tismos, 
O erro relativo do divíidendo sendo menor que Doo co do 
va 1 e 
divisor menor que 35107" O erro do quociente é menor que 


1 1 al E pai À 
3x10 ar IKIO? ou menor que qoe? OS Seis primeiros alga- 


rismos do quociente são pois exactos, e como o algarismo das 


mais altas unidades do quociente êxprime unidades simples, ha 


cinco algarismos decimaes exactos no quociente; somos leya- 
20, 
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dos a buscar por meio da divisão abreviada o quociente ap- 
proximado a 0,00001. Operando-se, acha-se 1,15572. 


Exempro IL. Calcular a menos de 0,001 a fracção A 3 


O quociente tendo um algarismo na parte inteira, procura- 
mos por conseguinte os seos quatro primeiros algarismos, e 0 
erro relativo que se quer commetter sobre elle é pois menor 


— + Jogo, o erro relativo do dividendo e do divisor deve 
ser menor que siy , € deve-se por consequencia tomar 
z= 3,1415, e V= 1,4142. Empregando-se a regra da divisão i 
abreviada, e calculando-se o quociente a menos de 0,001 


obtem-se o numero pedido. 


361, Observação importante. Quanto ao problema inverso, 
que constitue a segunda questão das approximações numeri- 
cas, só trataremos nos erros relativos de uma maneira geral do 
que diz respeito à raiz de grão qualquer, o problemanas outras 
operações não offerecendo difficuldade; alem disso fizemos pre- 
cedentemente algumas applicações (exemplo II), que poderão 
supprir esta pequena lacuna, devida à falta de espaço. 

Com quantos algarismos , se deve tomar um numero A, para 
que sua raiz de gráo n seja obtida com m algarismos exactos, 
logo que se substitue ao numero exacto A o numero approxi- 
mado a. i . 

A raiz ya devendo ter m algarismos, basta que o erro rela- 


: - z 4 
tivo da raiz seja menor que ggm? CO do numero a menor que 
>» 
m 
407 
conseguinte bastará ter-se 


(nº 357); ora na pratica n é quando menos igual à 2, por 


10" 


e representando o erro relativo de a ; para 0 que deve-se tomar 
m- algarismos à esquerda de a (nº 349). - 
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Assim, para obter VA com m algarismos exactos, bastará 
calcular A com m +1 algarismos, por defeito. 

Se quizessemos por exemplo calcular Vz , com 5 algarismos 
exactos, applicando a regra precedente, deveriamos tomar : 


T= 3,14159; ao passo que pelo methodo ordinario teriamos 
necessidade de um maior numero de algarismos : 


` 7==3,141592653589, 


Terminamos aqui a theoria das approximações numeri- 
cas; sua utilidade e importancia são capitaes ; os problemas 
que alli resolvemos e as consequencias interessantes a que 
chegámos, são uma prova évidente. Aquelle que não tem 
conhecimento d'esta theoria, julga que-o resultado de um 
calculo é tanto mais exacto Quanto maior é o numero de de- 
cimaes de que elle se compõe — para calcular a raiz quadrada, 
, por exemplo, de um numero com 40 algarismos exactos, é 
* necessario calcular o dito numero com 20 algarismos — etc, ; a 
theðria das approximações prescreve regras exactas, guia o 
calculador na marcha do seo calculo, e annuncia-lhe final- 
mente o numero de algarismos exactos , com que deve contar. 


EXERCICIOS, 


I. Com quantos algarismos exactos pode-se contar no pro- 
ducto dos numeros , h6,7483, 3,78972, approximados a menos 
de uma unidade de seos ultimos algarismos, 

U. Calcular x x 4/2 a menos de 0,001. 

II. Determinar o gráo d'approximação do quociente dos dous 
numeros, 168,3256, 2,7894, approximados a menos de uma 
unidade dos seos ultimos algarismos, 


IV. Calcular Z- a menos de 0,0014. 


V3 
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V. Calcular com tres algarismos decimaes exactos y 144 +5 ? 
VI. Calcular com dous algarismos decimaes exactos 


Vi+rva. 


VII. Calcular a menos de 0,010 raio de um circulo cuja area, 
approximada a menos de uma unidade, é h678 centimetros 
quadrados. 

VIIL Calcular a menos de 0,01 0 lado do quadrado equiva- 
lente a um trianglo equilateral, cujo apothema tem 2,50 de 
comprimento, 

IX, Calcular com tres algarismos exactos o lado do qua- 

a drado equivalente ao circulo, cujo raio é de4”, 

X. Calcular com h algarismos exactos 


V VAR 


O, mê 
E 


LIVRO VII. 


Razões, — Progressoes. — Logarithmos. 


— Q— 


CAPITULO PRIMEIRO. 


x 
RAZOES, 


Razões das grandezas. — Mazões dos numeros, 


362, Razão de uma grandeza a outra de mesma natureza éo 
numero que mede a primeira, logo que se toma a segunda por 
unidade. a 

363. Razão de um numero a outro éo quociente da divisão do 
primeiro pelo segundo; este chama-se denominador, aquelle 
numerador, e considerados juntamente, termos da razão. 


A razão de dous numeros, 8 e 3 por exemplo escreve-se do 


modo seguinte : è 


$, 0U 853 


“ 


que se lê; oito está para tres; a maneira ultima cahio em 
desuso. 
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Pelo que temos dito até aqui, quociente, fracção e razão ex- 
primem a mesma cousa. i 

364, THEOREMA, À razão de uma grandeza a outra da mesma 
especie é igual á razão dos numeros que lhes servem de me- 
dida. 

Sejão A e B duas grandezas da mesma especie, que admillão 
uma medida commum ; supponhamol-a contida 3 vezes em A, 
e7 vezes emB; A contem por conseguinte 3 vezes um septimo 


de B; isto ci de B; B contêm 7 vezes um terço de A; isto é 
3 de A; assim a razão de A a B, ou de B a A, é expressa pela 


a PS 7 
razão numerica = ou =. 
7 3 ” 


ar mp ; 
7º São ditas in 


versas; é manifesto que o producto de duas razões inversas é 


Observação I. Duas fracções taes como 2 


igual á unidade; assim 5 De ; Hah 


Observação II. O theorema acima demonstrado convem tam- 
bem ás grandezas incommensuraveis, o que não seria difficil 
demonstrar-se. 


Propriedades das razões numericas, 


365. Como uma razão não é mais do que uma fracção, todos 
os tlicoremas demonstrados, relativamente ás fracções, se ap- 
plicão tambem ås razões, 


Consideramos pois como demonstrados os theoremas se- 
guintes : 


I. Logo que se multiplica ou divide o numerador de uma razão 


por um numero, a razão vem a ser esse numero de vezes maior 
ou menor, 


II. Logo que se multiplica ou divide o denominador de uma 


o 
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razão por um numero, a razão vem a ser esse mesmo numero 
de vezes menor ou maior, 
II. Logo que se multiplição ou dividem por um mesmo nu- 
mero os dous termos de uma razão, esta não muda de valor. 
IV. A somma dos numeradores dividida pela somma dos de- 
nominadores de uma serie de razões iguaes, é uma razão igual 
=» ús primeiras, i 


Propriedades das razões iguaes (1), 


266. À igualdade de duas razões tambem se dá o nome de 
proporção, 

Escreve-se a igualdade de duas razões dos dous modos se- 
guintes : 


= ou a:bicid (2) 


que sel: . 


a está para b como c está para d; 


o ultimo está abandonado; só empregaremos o primeiro. 


367. THEOREMA I. “Quando duas razões são iguaes, os pro- 
ductos em cruz são iguaes. 
Tendo-se 


a Cc 
= da o) 


(1) Sob o titulo — Propriedades das razões iguaes — expomos quatro theo- 
temas muito simples, que comprehendem toda a antiga theoria das proporções. 
(2) Eis os antigos nomes dos termos de uma proporção : a e d extremos ; be 
é meios; a e c antecedentes ;» e d consequentes, 
Repetimos, nunca faremos uso d'essas denominações , por quanto considera- 
mos as proporções como igualdades de razões, e que razões, fracções e quocientes 
* exprimem a mesma cousa. o 
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trata-se de demonstrar que 


axd=bxc 


Com efeito , reduzindo as fracções iguaes (a) ao mesmo de- 
nominador, temos; 


d'onde se deduz 


axd=bxc, ogend, 


368, THEOREMA II. Logo que duas razões são iguaes, a razão. 
dos numeradores é igual á razão dos denominadores, 
Tendo 


ac 
bad? 
AR 
en a 
queremos demonstrar que = i 
a ih Ora 
Co d’ = , 
Ponhamos, o que é possivel, SA 
alagi J 
Z 
É sendo uma fracção irreduzivel ; logo, > “6 
O 
a=m Xx p b=mxq 
c=mxp d=mx q; 


d'onde se deduz pela divisão, 
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e TS e_o E O 


=. 0.G. e. n, d, 


369. THEOREMA III. Logo que duas razões são iguaes, divi- 
dindo-se a somma ou a differença dos seos termos pelo denomi- 
nador correspondente, obtem-se duas outras razões iguaes, 

Tendo 


* queremos demonstrar que 


a&b cd 
b (1 


com effeito, é manifesto que 
get: 


reduzindo a fracção e o inteiro a uma só O expressão fracciona- 
ria, temos : 


7 ERR ei oq. end, 
e 


370, CoroLLARIO I. Se duas razões são iguaes, dividindo-se o 
numerador de cada razão pela somma ou pela differença dos 
seos termos, obtem-se duas outras razões iguaes, 

Tendo 


+ 


ma 
b 


G 
=7” 


mo w 
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5> e 
temos tambem E o 
b d - 
ato 0) 1) 
. ac ~ 
u cá 
e em virtude do theorema precedente aii 
t g - - 
JJ Za 
ba cEq., + = 
ak a roa A fm 
= ei S 
d'onde deduz-se Ya O 
O a 
a C 


heta eorr 0. q. €n. d. 


371. COROLLARIO II. Se duas razões são iguaes, dividindo-se 
a somma dos termos de cada razão pela sua differença, for- 
mião-se duas razões iguaes. 

De 


deduz-se 


aro po do) 
SE dd (nº 368) ; 
isto é, A 
a+b a-b b 
cpad c—d dd" 
d'onde se tira ` 
ahh ets (nº 368). o q.e n. d. 
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372. THEOREMA IV. Logo que duas razões são iguaes, a somma 
ea differença dos numeradores dividida pela somma e dif- 
ferença dos denominadores fórmão duas razões iguaes às pri- 
meiras, * 


Da igualdade 


deduz-se 


| 


(nº 368) 


desta a seguinte 


== + 0. q.e. n. d, 


: 373. COROLLARIO. Logo que duas razões são iguaes, dividindo- 
se a somma dos numeradores pela sua differença, e a somma 
dos denominadores pela sua differença obtem-se duas razões 
iguaes. , 

Da ultima igualdade acima conclue-se : 


e d'esta a seguinte 


DA: 0, q. e, n, d. 
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Media différencial e arithmetica. 


374. Media differencial entre dous numeros é outro numero 
que excede ao menor em tanto quanto é excedido pelo maior. 
Assim 7 é media differencial entre 4 e 140. . 


375. PrINCIPIO. À media differencial entre dous numeros é 
igual à metade de sua somma. 


Sejão a, e b os dous numeros dados, x a media diferencial 
desses numeros, e d a differença constante ; é facil ver-se que 


E Ae o Ta A 


somando membro a membro, temos: 


a+-b=2a, 


e =p Rb, 0. GQ. end. 


A media differencial entre 4, e 12 é At? = 8; a media dif- 
ferencial entre 3, e 7 quado? == 5,0 que se verifica facilmente. 


376. Media arithmetica e muitas quantidades é o quociente 
da divisão da somma dessas quantidades pelo numero dellas. 

Assim a media arilhmetica dos 3 numeros 3, 6, 48 é 
3-+6 +18 
Cs — =09, 

Em geral a media arithmetica den quantidades a, b,c, ..... 1,6 


atb+e-+....-+I 
3 n 


` 
Esta operação arithmetica é muitas vezes empregada, sobre- 
tudo quando se trata de observações physicas, d'operações de 


“ 
4 
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medida geometrica, em fim d'operações , cujos resultados se 
achão affectados de erros. 


Media proporcional ou geometrica, 


377. Logo que em duas razões iguaes o denominador de uma 
é igual ao numerador da outra, esse numero chama-se media 
proporcional ou geometrica entre os dous outros. 


378. PRINCIPIO. A media geometrica entre duas quantidades, 
eigual á raiz quadrada do producto d'essas quantidades, 
Sendo b a media geometrica entre a e d, temos : 


Sia 
I 
uU 


d'onde se deduz 


b=axd, e b=Vaxd oqend. 
EXERCICIOS. 


I. Tendo-se uma serie de razões iguaes 


demonstrar que se tem tambem : 


Varore-. 
Vora p=... 


II. Tendo-se 
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“demonstrar que só se tem 


nos dous casos seguintes : 

1. — Quando as razões da*primeira proporção são iguaes 
ás da segunda. 

2, — Quando a razão dos numeradores ou dos denominado- 
res da primeira é igual à razão dos numeradores ou dos deno- 
minadores da segunda, 

HI. Supponhamos que em certo lugar se observa o ther- 
mometro 


ás h horas da manhã . . . . 13,754 
ás 40 horas da manhã . . . . 19,82 
ús hhorasdatarde. « w. w 22,3 
às 40 horas da mnoute . . . . . 46%,84 


Determinar a temperatura media do dia d'aquelle lugar, sd- 
bendo-se que aquellas quatro observações são sufficientes, 


1V. Tendo-se observado o barometro durante o dia em certo 
Jugar, achou-se : ` 
ás h horas da manhã . . . . 737™,50 
ús9 horas do dia . w o eR AS 


ás 3 horas da tarde, sa e «737,07 
ás 9 horas da noute . e rd 375,82 


Pergunta-se a altura media do barometro durante o dia. 


V. Demonstrar que a media geometrica de dous numeros é 
menor que sua media differencial, 
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CAPITULO II, 


PROGRESSÕES. 


Progressões arithmeticas, 


379. Chama-se progressão arithmetica ou por differença uma 
serie de quantidades taes, que a differença entre duas quanti- 
dades consecutivas é constante. 

Essas quantidades chamão-se termos da progressão, e a dif- 
ferença constante, razão da progressão. 

A progressão é crescente Jogo que os seos termos vão cres- 
cendo successivamente, e decrescente no caso contrario. 

Eis como se escreve uma progressão arithmetica : 


+2,5.8,41,14.17.20,23.926.99, 
esta progressão é crescente e 3 é a razão ; a seguinte: 
29.26.23.20.17.14.11.8,5.2 


é decrescente, e 3 é a razão. 


380, THEOREMA FUNDAMENTAL. Em loda progressão aritime- 
tica crescente um termo qualquer é igual ao primeiro mais tan- 
tas vezes a razão, quantos são os termos que o precedem, 

Seja a progressão crescente, que suppomos conter n termos, 


PEA oO 1 eo 


erarazão. 
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b==a+4-n 
c=btrr=a+r4tr=a+2r 
d=c+rHr=a+2r+r=a+b"r 


` . , . . . . . . 


O quarto termo d, por exemplo, é igual ao primeiro a mais 
3 vezes a razão ; e em geral © termo | de ordem n é igual ao 
» primeiro a mais (n — 1) vezes a razão ; isto é, 


I=a+(n—4) XT. 


Observação. A progressão acima pode ser escripta do se- 
guinte modo, em virtude do que acabámos de ver: = 


E E DPA a a+ (n—1)r. 


inserção de meios arithmeticos entre duas quantidades 
dadas. 


381, Inserir certo numero n de meios arithmejicos entre 
dous numeros a, € l, é formar uma progressão arithmetica 
começando em a e terminando em l. : 

Tudo sereduz a achar a razão da progressão , por quanto 
conhecida esta, será facil formar seos differentes termos, Eis à 
questão que se trata de resolver. 


382. PronLema, Inserir n meios arithmeticos entre a e Ds 
A progressão buscada terá (n+-2) termos que vem a ser: n 
meios arilhmeticos que Se quer inserir, mais os dous termos 
extremos; ora, como o ultimo termo 1 é igual ao primeiro à 
mais (n 4-1) vezes a razão, temos ` 


lL=a -+ (n +D)xr 
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d'onde se deduz : 

_l—a 

EEA 


Assim, para obter-se a razão divide-se a differença dos dous 
numeros dados pelo numero dos meios, que se quer inserir, 
mais um, 

Seja proposto, por exemplo, inserir 5 meios arithmeticos 
entre dous numeros 6, e 48; applicando a regra acima, 
temos : 3 


e a progressão buscada é 


+6.15.20.27.34,h1.48. 

383. THEOREMA I. Se entre dous termos consecutivos de uma 
progressão por differença se insereo mesmo numero de meios, 
as progressões parciaes formão uma só e mesma progressão. 

Seja a progressão 


Gal Moo. oe e 
v 
supponhamos que n seja o numero de meios arithmeticos, que 
se quer inserir entre a e b, entre bcc, entrec ed, Elos 
T, 17º; 1", a. representando as razões d'essas differentes pro- 
gressões, temos 


bp—ai p emb u:d—e 


ai 5 E E dE LOREAL 0 q 
s ni? q n- 1 n+1 


Ora 


b-a=]e—b=d—cçc=.. 


por isso que cada uma dessas dillerencas representa a razão 


2l; 


K nRIRbIOTHECA PUBLICA 
co É 


ESTADO DO MARANHÃO 


da progressão dada; logo, 


a razão é, por conseguinte, a mesma em todas as progressões 
parciaes; alem d'isso, o numero que termina cada progressão, 
é o primeiro da progressão seguinte; logo, todas essas pro: 
gressões parciaes formão uma só e mesma progressão. 


384. THEOREMA I. Para inserir (pp' — 1) meios entre dous 
numeros a, e 1, pode-se inserir (p — 1) meios entre esses nume- 
ros e inserir depois (p'— 1) meios entre os termos da progressão 
obtida precedentemente. 

A razão da progressão obtida inserindo-se (p — 1) meios 
entre a e l, é 


~ 


a 


p 


suppondo-se l > a; e a razão da progressão oblida inserindo- 
se (p' — 1) meios entre dous termos desta ultima é 


p =ar 


é justamente a razão da progressão obtida inse- 


porém ás 
pp' 


rindo-se (pp' — 1) meios entre a e l; logo, ete. 
Somma dos termos de uma progressão arithmetica. 


385. Lema. Em toda progressão arithmetica a somma dos 
termos equidistantes dos extremos é constante, e igual à somma 
dos extremos. 

Sejão a e los termos extremos, h um termo precedido de n 
outros, e k outro termo seguido de n outros. 


nos ` “em 
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É claro que 


h=u-nxr 
L=hk4nxr; 


diminuindo essas igualdades membro a membro, temos : 


l—h =k —u a 
ou h+-k=a+l: 0. q. e n. d. 


386. THEOREMA. A somma dos termos de uma progressão. 
arilhmetica é igual à metade do producto da somma dos exire- 
mos pelo numero dos seos termos. 

S representando a somma dos termos da progressão 


e Les a N Pod À 


temos : 


S=a-t-b--c+H.e.d-h+k-+I1 
ou S=l+h+-h+..+c+b-a, 


invertendo a ordem dos termos, 

Ajuntando essas duas igualdades, e observando que a 
somma de dous termos que se Coa pondem é igual à somma 
dos extremos, temos : 

« 


2S=(a+-)xn, 


n representando o numero dos termos da progressão ; Jogo, 


SE Alan ui à 0. q. en, d. 


A somma dos termos da progressão 


=88 5 a E L T .15 


(3 -+-15) ERT] 


AM 


<0 
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Progressões geometricas. 


387. Progressão geometrica é uma serie de quantidades taes, 
que a razão de duas consecutivas dessas quantidades é con- 
stante, À 

Logo que a razão é maior que a unidade, a progressão é 
crescente, e decrescente quando a razão é menor que a uni- 
dade. i 

Escreve-se uma progressão geometrica do modo seguinte : f 

== 226:18:50h4:162; 


esta progressão, cuja razão é 3, é crescente ; a seguinte cuja 
o 4 
razão é z? 
<- 462 : 5h: 48:652 s 
é decrescente. `- i 


388. THEOREMA FUNDAMENTAL. Em toda progressão geometrica 
um termo qualquer é igual ao primeiro multiplicado pela razão, 
affectada com um expoente, igual ao numero dos termos que o 
precedem. 


; 3 97 
“Seja a progressão crestente P 
| TE a DAS DÃO 
dv: DC PRE pic) A 
a k O N 
e q sua razão ; é facil ver-se que er Vs 
; 2, E Ro 
te mi DR ag 
Ra “4 Un 
c=bxq=0xXqxq=axq Ta o 
d=cxq=0xExq=0Xq D 
O, AE T A: ES, 


O quarto termo d, por exemplo, é igual ao primeiro a mul- 
tiplicado pela razão q elevada á 3º potencia; em geral o termo 
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l de ordem n é igual ao primeiro « multiplicado pela razão q 
affectada do expoente (n — 1), numero dos termos que pre- 
cedem }; isto é, s 


[=X q=.. 


Inserção de meios geontetricos entre duas quantidades 
q dadas. 


389, Inserir n meios geometricos entre duas quantidades a 
el, é formar uma progressão geometrica começando em a-e 
terminando em l. 

Tudo consiste em determinar a razão da progressão , por 
quanto conhecida esta, nada é tão facil como formar a pro- 
gressão. 

Eis a questão que nos propomos a resolver, 

390. PROBLEMA, Inserir n meios geometricos entre dous nume- 
rosa cl. 

A progressão conterá (n -+ 2) termos, e q representando a 
razão buscada da progressão, temos : 


l= a x q n=—1 
donde se deduz : 

EI 

1=Va x 


Assim, para obter-se a razão, do quociente dos dous numeros 
dados extrahe - -se a ruiz, cujo indice iguala ao numero dos 
meios que se quer inserir mais um. 

Seja proposto, por exemplo, inserir 3 meios geometricos 

` entre5 e 6480; applicando a regra acima, temos :. 


é progressão será : 


5: 30;480 : 1080: 6450 
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391. THEOREMA. Se entre dous numeros consecutivos de uma 
progressão geometrica se insere o mesmo numero de meios geo- 
metricos, as progressões parciaes formão uma só e mesma pro- 
gressão. 

Deixamos ao leitor a demonstracção d'este theorema, que é 
identica a do correspondente nas progressões arilhmeticas 
(nº 389). 


Producto dos termos de uma progressão geometrica, 


392. Lemma, O producto de dous lermos equidistuntes dos 
extremos é constante e igual ao producto dos extremos. 
Seja a progressão 


O SD ER RR kimnen 


na quala e l são os extremos, h um termo precedido de n 
outros; e k, outro termo seguido de n outros; ora 


h=ax q 
e IES KOR 


dividindo membro a membro essas igualdades, temos : 


hu 


l k 
ou 


axl=hx k. 0o. q.e. n.d. 


393. TmeoreMA, O producto dos termos de uma progressão 
geometrica é igual à raiz quadrada do producto dos extremos, 
affectado de um expoente igual ao, numero dos termos da pro- 
gressão. 

P representando o producto da progressão 
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temos : 


PES UU es Ce aa x hxhkxl 
ou P=IxkxhxX...xcxbxa, 


invertendo a ordem dos factores. Fazendo os productos d'essas 
igualdades membro a membro, e notando que o producto de 
dous factores, que se correspondem, é igual ao producto dos 
extremos, temos : 


=a xl)", 


n representando o numero dos termos da progressão; logo, 


PSV 0. q. e. n. d, 


Somma dos termos de uma progressão geometrica, 


394. THEOREMA. A somma dos termos de uma progressão 
geometrica decrescente, é igual ao quociente da divisão do pri- 
meiro termo, menos o producto do ultimo pela razão, pela 
unidade menos a razão. 

S representando a somma e q a razão, da progressão 


que suppomos decrescente, temos : 


S=a+b+ct..t-hA-ka4-l 
“e Sxq=b+c+. Hilla 


multiplicando a primeira por q. 
Subtrahindo-se a segunda da primeira , e notando-se que 
S x q é menor que S, tem-se: 


S—Sxq=a-lxq 


por isso que os outros termos se annulão pela subtracção. 
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Pode-se escrever a ultima igualdade do modo seguinte: 


| 
S(1—q)=4—l xq, +41 
| 
d'onde se deduz : | 
nay l | 
5S =. 1 
a (1) | 


Se quizessemos conhecer por exemplo a somma dos termos 
«da progressão 


1 é 1 Ga) . (P N 
= 2'h'8:16'32 A Ss - 
Y A 
O. AO 
cuja rasão é =; empregando a formula (1), temos © ve. 
: O. & 
1 1 Q- O 
s, nd Cunha Da Es “+ 
2 32 2 4 31 <A 
Hia i 1—33 53 Zo 
1 — 5 cg 
pré q 
395. Observação I. A formula (1) exige o conhecimento do% 


- ultimo termo da progressão para se poder obter a somma dos * 
seos termos ; vamos dar outra formula, onde não entra 1, po- 
rem onde é necessario conhecer-se o numero dos termos, A 
progressão dada tendo n termos, sabe-se que 


l=a Vá Quis 
Escrevendo a x q'=* no valor de S em lugar de |, temos : o 
. 4-0Xq' ax(1—q) 
iss E = | 


Applicando esta formula ao exemplo precedente, temos : 


ae ARRONE TAE 31 


ques 


2 
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. 896. Observação II. Se a progressão é crescente, as formu- 
las (1), e (2) soffrem uma modificação ; repetindo os raciocinios 


* que fizemos no primeiro caso, obtem-se as duas formulas se- 
guintes: 


E R IRN gs LA S) $ 
q—1 q—1 


A somma dos termos da progressão 


+ 2:6:18:54:462 ' 


o 


cuja razão é 3, é, empregando-se a primeira formula 
1602 X 3—2 
E E O D 
31 212 


e empregando-se a segunda 


2 x(9'-—4) 
TETEE 


“ 


Limite da somma dos termos de uma progressão 
decrescente até o infinito (1). 


397. LEMMA I. As potencias successivas de uma quantidade 
maior que a unidade crescem successivamente á medida que 


(1) A progressão decrescente : 


A 1 A A 
cuja razão é 7 foi a primeira que se sommou. 


Archimedes calculando a área de um segmento de parabola comprehendido 
entre um arco da curva e sua corda, foi levado a,sommar a progressão supra, 
Ò sabio grego só calculou aquella , deo uma regra bastante complicada em Jin- 
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cresce o expoente, que pode ser tomado assaz grande, pára que | 
a potencia exceda a toda quantidade dada. 
Seja a o numero dado, maior que a unidade; é claro que 
- a" +? é maior que a”, por quanto 


os Ago SCAR 


o multiplicador a sendo maior que a unidade, o producto 
a" +1 é maior que o multiplicando a”. 
Passemos à segunda parte da demonstracção ; ponhamos: 


por isso que 4 é uma quantidade maior que a unidade. 
É manifesto que ' 


ar +ri— a" = qu" x (1 2 d) = UM Qis 


porem a” sendo maior que a unidade, a” X æ é superior a æ ; 
por conseguinte, a differença entre duas potencias successivas 
de a é maior que «x; logo, temos : . 


4&4 —1 =æ 
W—a >g 
aœ — a > g 

(1); 


a" — a"i > g 


é claro que a somma dos primeiros membros das relações su- 
pra é maior que a dos segundos ; ora, esta é m X «, e aquella 
a" — 4: logo, 


a" —1> mxa (2) 


guagem ordinaria, € chegou à aquella regra por um methodo diverso do que em- 
pregámos (nº 400); methodu, que não expômos aqui por falta de espaço. 


DE ARITHMETICA. 333 


Se a” deve ser maior que uma quantidade dada N, bastará 
escrever-se 


mx a >N—4 (3) 


e tomar-se 


o que é sempre possivel; operando assim , teremos a fortior 


q —4 > N—1 


on 
aw N., 


o que se pedia. 


398. CONSEQUENCIA. Um termo de uma progressão crescente, 
cresce alem de todo limite. 


399. Lemma I, As potencias successivas de uma quantidade, 
menor que a unidade, diminuem successivamente e teem zero 
por limite. 

Toda quantidade menor que a unidade pode ser represen- 


ERES a sendo uma quantidade muito pe- 


tada pela fracção 
quena. 
Observando-se que 


PS ja 
(Aparti (Ator Aa 
ê-se facilmente que paris é menor que E visto 
vê-se Jaci q (Ao) 2 q Ato)” , 


que a primeira quantidade é um producto de duas outras me- 
nores que a unidade (nº 205). 


q - 1 
De outro lado á medida que m cresce, a fracção Tra 


diminue; por isso que seo denominador augmenta (lemma D; 
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o 


por conseguinte se m cresce e é TA (4 + z)" cresce 


sem limite, e a fracção tem por limite zero. 


= 
400. THEOREMA. A somma dos termos de uma progressão de- 
crescente até o infinito é igual ao primeiro termo dividido pela 
differença entre a unidade e a razão, 
Achamos (nº 395) 
a“ aq 


S = = 
> gaa 


o que se pode escrever 


esta formula dá a somma de um numero determinado n de ter- 
mos de uma progressão decrescente, buscamos porem asomma 
dos termos de uma progressão decrescente até o infinito; ora 
q sendo um numero menor que a unidade, q" tende para zero 
a medida que n cresce successivamente ; logo, considerando a 
progressão com todos os seos termos, temos ; 


limite g'==0, por conseguinte lim. 


I q X t=0, 


; a 
por isso que 7 = é um factor constante; logo, 


lim. $ 


o q.e nd, 


EXEMPLO I. Sommar a progressão decrescente 


16.39 Cromo 


ps 


cuja razão 
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Empregando a formula (1), temos 


ExEMPLO II. Sommar a progressão decrescente 


ear a dn TE 


Ega) Agp TAS Artes 


3 TA 
cuja razão é 3 


Empregando a formula, temos : 


Applicação. Toda fracção decimal periodica pode ser consi- 
derada como uma progressão geometrica decrescente. Seja por 
exemplo a fracção decimal periodica 


05272727 


é claro que se pode escrever esta fracção do modo seguinte 


ERP AN Paga UA 
"100 * 1007 ° T00 "tro 


empregando a formula (1), temos por somma da progressão, 


1 ão é TE 
cuja raza 100 
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EXERCICIOS. 


I. O primeiro termo de uma progressão por differença é 7,0 


segundo 44, e o ultimo 59. Qual o numero dos termos d'esta 
progressão? 


Il. A somma dos termos de uma progressão por differença é 


45400, o ultimo termo é 262, e o numero dos termos 88. Qual o 
primeiro termo ? 


HT. Calcular as sommas das progressões seguintes : 


PaA STO 
5 3 calo. 3 AT 5 A ERES RO y zZ 
o A S AE T po E 
popegegr tece. é O 
PLA aba O RE e 
Ro A RS A SAS e A EA 
EM Rr na aaa e o 2 
EN PTE DA AN) * ATE 8 0/04 PEC qicad ve P ” 
0,1" (0,17 * (0,1) * (0,1)! z P 
5 
IV. Demonstrar que a somma S q 
à ARA Lá 
pa E + 0 
Apito ted; 7 e = 7 
É O 
é comprehendida entre 2 e 3. 


V. Demonstrar que o quadrado da somma dos n primeiros 


numeros inteiros é igual à somma dos cubos d'esses mesmos nu- 
meros, 


VI. Achar o limite da somma das fracções 


cujos numeradores formão uma progressão arithmetica, e os 
denominadores uma progressão geometrica. 
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VII. A somma de uma progressão de 9 termos é 225,ea diffe- 
rença dos extremos é 16, — Formar a progressão. 
VIII. Dezaseis numeros formão uma progressão, cuja somma 


ip $ A - 
é 320; a razão do primeiro ao ultimo termo é 7º Quaes são 


esses numeros ? 
IX. Calcular a somma dos'n primeiros numeros inteiros. 
X. Calcular a somma dos n primeiros numeros pares. 


CAPITULO II. 


LOGARITHMOS. 


Definições. 


401, Duas progressões crescentes sendo dadas, uma geome- 
trica começando pela unidade e outra arithmetica começando 
por zero , os termos desta são os logarithmos dos termos cor- 
respondentes d'aquella. 


Assim, sendo dadas as progressões 


REA et que Ga gs sou 


O ONG a. Aria BR es DE NI 


r, 27, etc., são os logarithmos de q, de q?, etc. 


Observação, Os expoentes da razão na primeira progressão 
são iguaes aos factores que multiplicão a razão na segunda nos 
termos correspondentes; assim q” tem por logarithmo m x r, 

402. Pela definição de logarithmo, que demos (nº 401), parece 
que os numeros que se achão na progressão geometrica , SãO 
os unicos que tenhão logarilhmos; porém vamos ver que um 


22 
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numero qualquer tem sempre um logarithmo commensuravel 
ou incommensuravel, 

Inserindo-se entre dous termos consecutivos da progressão 
seometrica um numero de meios geometricos assaz grande, ob- 
tem-se uma nova progressão geometrica; inserindo-se tambem 
entre dous termos consecutivos da progressão arithmetica o 
mesmo numero de meios, obtem-se outra progressão arithme- 
tica, cujos termos são os logarithmos dos termos correspon- 
dentes da nova progressão geometrica. Se o numero de meios 
que se insere é muito grande, é claro que os termos da progres- 
são arithmetica serão os logarithmos exactos dos numeros, que: 
se achão inscriptos na progressão geometrica, e ao mesmo 
tempo os logarithmos approximados dos numeros, que não se 
achão alli. 

No entretanto, sen — 4 representa o numero de meios que se 
quer inserir, vamos demonstrar que se pode tomar n assaz 
grande para que os termos das duas novas progressões cresção 
por grãos insensiveis. 

A differença entre dous termos consecutivos da nova pro- 


e DA : 7 ; E 
gressão arithmetica é go Se se quer que esta diferença seja 


menor que uma quantidade dada £, bastará escrever: 


e 
m : 


e tomar por conseguinte 


r 
Nisa 
E 


De outro lado, o excesso da razão da nova progressão geome- 
trica sobre a unidade pode sertomado menor que toda quanti- 
dade dada w. Com effeito, pondo 


Vas <o 


ou Va<1-+u 
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| 

| 

temos, elevando á potencia de grão n, 
| a<(L+o: 
ou -t-o >a 


| O que é possivel (nº 397), por quanto 1 +» é uma quantidade 
| superior a unidade. 
Por conseguinte, se um numero N não faz parte da progressão 
| geometrica mesmo depois da inserção de um numero muito 
grande de meios geometricos » elle será comprehendido entre 
dous outros, que farão parte della e differirão entre si em uma 
quantidade infinitamente pequena, ce do numero dado em me- 

nos dessa quantidade ; logo o Jogarithmo do numero N será 
comprehendido entre os logarithmos dos numeros que com- 
prehendem N, e differirão do logaritbmo de N em uma quanti- 
dade infinitamente pequena. 


h03. A unica condição, a que submettemos as duas progres- 
i sões que nos servirão de ponto de partida para a definição dos 
logarithmos, foi que a progressão geometrica começasse pela 
Unidade, e a progressão arithmetica por zero; ora, como ha 
uma infinidade de Progressões, que podem satisfazer a aquella 
condição, segue-se que ha tambem uma infinidade de Systemas 
de logarithmos: assim o logarithmo de um numero isolado é 
inteiramente arbitrario , se não se especificarem as duas pro- 
gressões, que carecterisão o systema de logarithmos, que se 
= temem vista, 


404. Emfim, para legitimar a definição dos logarithmos, se- 
ria necessario demonstrar que, se um numero N é introduzido 
ha progressão geometrica por duas inserções differentes, o lo- 
garithmo de N é sempre o mesmo, y 

Se, N tendo sido introduzido na progressão geometrica pela 
inserção de (p —1) meios, | é o logarithmo de N 5e, N tendo 

+ tambem sido introduzido pela inserção de p'— meios, l'é o 
logarithmo de N; cumpriria demonstrar que l=}, 


Deixamos ao lector a demonstracção d'esta Proposicão que 
2. 


did ie ii Aa É 
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se basea sobre o theorema nº 384, € sobre outro equivalente 
nas progressões geometricas, que não foi tratado. 


Propriedades dos logarithmos. 


n05. THEOREMA I. O logarithmo de um producto de muitos 
factores é igual á somma dos logaritmos dos seos factores. 
Sejão as progressões 


mA sq. E T a da. 


Orr ee Msc (MAN) oc. 


m 
que caracterisão um systema qualquer de logarithmos. q 
Em virtude da definição (nº 401), temos : > 
o 
log. q” =mr E 
log. q” =nr O Q 
c log. qr +" = log. (q" X q)=(m+-n)r; aoga, 
T 
ajuntando as duas primeiras iguadades, temos : o 
zZ 
log. q” + log. q = (m -+ n) r; er 
Ja 
logo,» O 


log. q" X q" =log. q” log. q".  0.q.e.n. d. 


N’esta demonstração suppõe-se que os numeros dados fazem 
parte da progressão geometrica; se assim não fôr, introdu- 
zindo um numero muito grande de meios, poder-se-ha sempre 
achar dous termos q” e q” que differirão dos dous numeros da- 
dos em uma quantidade infinitamente pequena, de sorte que 
passando aos limites, o theorema acima se acha demonstrado 
para dous numeros quaesquer 


yonan vosHLonais 
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406. O theorema subsiste ainda no caso de muitos factores ; 
com effeito a x bx cx d sendo o producto dado, temos, em- 
pregando o theorema precedente : 


log. ax bxexd=log, a% (axb cx dj= log. a 
“Hog.bxcxd ; 


porém, 


log. b x cx d=log.bx (cx d)=log. b-+log. bxc 
e “log. bx c=log. b+-log.c; 


logo, 


log. a X b X c x d=log a +-log. blog. c+log. d. 


407. THEOREMA II, O logarithmo de um quociente é igual ao 
logar bo do dividendo menos o logarithmo do divisor, 


Seja 5 o quociente dado, pondo 


œa 
Il 
+" 


temos: , 


1=bx q), 
e tomando os logarithmos dos dous membros 
log. a =log. b -+ log. q, 


d'onde se deduz: 


log. q = log. TE log. a — log. b . 


408. TneorEMA II, O logarithmo de uma potencia de um nu- 
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mero é igual ao expoente da potencia, multiplicado pelo loga- 
rilhmo desse numero, y 


Queremos demonstrar que 
log. a“= m. log. q. 


Com effeito, m 


qa SAxXAXAXA. e 
m 
logo , 
log. a” = Îog. a-+log a +log.a+log.a-+. . . o3 
isto é, 


log. a” = m, log. a”, 
409. Tneorema IV. O logarithmo'da raiz de um numero é 


igual ao logarithmo d'esse numero dividido pelo indice da raiz. 
Trata-se de demonstrar que 


og Va = mo, 


ia 

com effeito, pondo E ai 

Mm F. 

Va =r, => — 

-i ( +j 

elevando à potencia de grão n a igualdade supra , ud L 
; ef a | te 

=" ; 4) Ed O 

es o 5> 

e tomando os logarithmos dos dous membros, temos : $ -0 
. 4 pI E ; 

log. a=n log. r, 3 g 

e 

d'onde se deduz : T O 

Ea 

RE o » 
log. 7 = log. Va Jog. g i 


puan 
== 


n 
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Observação. Os quatro theoremas precedentes mostrão que 
uma* multiplicação pode ser substituida pela somma de dous 
logarithmos; uma divisão por uma subtracção ; elevação á 
potencia por uma multiplicação, e uma extracção de raiz por 
uma divisão ; por aqui vê-se a grande vantagem que ha na in- 
troducção dos logarithmos nos calculos numericos. 


Bos differentes systemas de logarithmos. 


410. Da definição dos logarilhmos resulta que o logaritmo 
de 1 é sempre zero. Chama-se base de um systema de loga- 
rithmos o numero que n'esse systema tem por logarithmo a 
unidade. Os differentes systemas de logarithmos se distinguem 
pela sua base; uma vez a base determinada, o systema tam- 
bem se acha determinado ; existe porém uma relação impor- 
tante entre todos os differentes systemas de logarithmos, re- 
lação expressa pelo theorema seguinte: ` 


L14. THEOREMA., À razão dos logarithmos de dous numeros é 
constante em todos os systemas. 


E om - 
Sejão M e N dous numeros, e mw à razão de seos logarith- 


mos, tomados em um systema de base b, de modo que : 


log.M _ m 
log. N” nº 
isto é, 
n x log. M. =m x log. N, à 
ou 


log. M” = log. N" ; 


d'onde.se deduz 


M” = N”; 
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- A 
porém, em outro qualquer systema de basexb' se teny Sempre 
a Q = 
sis O, 
log. Mº = log. N", Zj Cu l 
O ES 
ou : O e, 
OF 
n. log. M = m: log. N, 2, “0 
% SG 
ou P A 
| Ee” 
Jog. M + m So kÁ 
log. N n? % 


o que exprime que a razão dos dous logarithmos é sempre a 
mesma, Rr a i 

Observação. Na demonstração que acabåmos de dar do 
theorema precedente suppomos commensuravel a razão dos 
dous logarithmos; porém será facil generalisal-o, empre- 
gando-se o raciocinio costumado. O theorema subsistindo para 
dous numeros, cuja razão dos logarilhmos differe pouco da 
razão dos logarithmos dos numeros dados, subsiste logo que se 
passar aos limites. 


412. GorôLLARIO. Conhecendo-se os logarithmos dos numeros 
no Systema de base D, obtem-se os logarithmos desses mesmos 
numeros em outro systema de base b', multiplicando-se os pri- 
mos por uma razão constante, 

Sejão M e N dous numeros cujos logarithmos no systema de | 
base b são log., M e log.; N, e no systema de base b', log. M, 

e log. N; em virtnde do theorema precedente, temos : 


log. M Jog M 
logas N log.wN?’ 


ou 


logs M loga N. 
log.» M F) log.v N#Y Es 
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d'onde se deduz: 


log. M = u log., M 
ou log. N = log, N; 


assim, para obter-se o logarithmo de M ou de N no systema de 
base b, basta multiplicar por um numero constante v. os loga- 
rithmos d'esses numeros no systema de base b'. 


Logarithmos de Briggs. 


443. Logarithmos de Briggs ou logarithmos vulgares são os 
logarilhmos definidos pelas progressões seguintes : 


o AR UC O SRA ORA UT a E 
e Es Re pri Tae lis 


e o systema de logarithmos cuja base é 10 é o unico empre- 
gado nos calculos numericos. 


hih. O logarithmo de uma polencia qualquer de TO é o ex- 
poente dessa potencia, 
Com effeito 


log. 10" = n. log. 10=n 


por isso que log, 10 =, 


h15. Os logarithmos de todos os numeros que não são poten- 
cias de 10, são incommensuraveis. 
Seja N um numero, cujo logarithmo supposto commensu- 


m A 
ravel é qe da igualdade 


m 
log. N = TR 
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deduz-se successivamente :. 


n. log. N=m, log. N? =m=]log. 10”; 


e finalmente 
Nº = 40"; 
10” é um numero inteiro, jd N” deve ser um numero inteiro, 


e por conseguinte N; como 10" não contém outros factores Se- 
não 2 e 5, é claro que Nº e em seguida N não deve 


(eres By; 
tros factores senão 2 e 5. Ponhamos pois O 
é 

N= 9,5; Er CO 

logo 2 s 
DD“ (5) th 

Nº = 9 Kgn — 40" = 9m .m A e > 25 

= O 5 

donde se deduz : SA feku 

p. n =m, q.n =m, Ro = 

adro 

e em seguida F Ga 

QO 

á p= q. O P 


Assim, N é uma potencia de 10, Logo, as potencias de 10 
são os unicos numeros que teem logaritmos commensuraveis: 
os logarithmos dos outros numeros são approximados abaixo 


de uma unidade decimal de septima ordem para mais ou para 
menos, 


416. Dá-se o nome de caracteristica á parte inteira de um 
logarithmo., 


A caracteristica do logarithmo dle um numero maior que a 
unidade contem tantas unidades menos uma, quantos são os al- 
garismos da parte inteira d'esse numero. 

Todo numero de n algarismos é comprehendido entre 

10"=: e 10" 0 logaritimo d'esse numero é comprehendido 
entre (n —1) e n, e tem (n —1) unidades na sua parte inteira. 
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147, Gonhecendo-se o logarithmo de um numero, obtem-se o 
logarithmo de um numero 10" vezes maior ou 10" vezes menor 
augmentando-se ou diminuindo-se sua caracteristica de n uni- 
dades, 


Com efífeito, multiplicando um numero A por 10”, temos : 
log. (A x 10") = log. A -+ log. 40" =log. A-+-n; 


dividendo A por 10" , temos : 


« 


Ai log. A— log. 10" =log. A—n . 


log. 10" 


Assim, quando dous numeros decimaes não differem senão 
pelo lugar que occupa a virgula, seos logarithmos teem mesma 
parte decimal e só differem pela caracteristica, 


Disposição das taboas de logarithmos de Callet. 


h18. As taboas não dão as caracteristicas dos logarithmos ; 
pois, como sabemos, a simples inspecção do numero basta para 
determinar sua caracteristica; nas taboas só se encontrão as 
partes decimaes dos logarithmos. 

As taboas de Gallet contém os logarithmos dos numeros 
desde 4 até 108000. Nas cinco primeiras paginas sob o titulo * 
de Ghiliade J (reunião de mil unidades) se achão os logari- 
thmos dos numeros naluraes desde 1 até 1200, avaliados com 
8 algarismos decimaes, logarithmos, que estão em face dos nu- 
meros aos quaes correspondem. Nas columnas intituladas N 
(inicial da palavra numero) se achão os numeros, e nas co- 
lumnas intituladas log. os logarithmos, 

Depois, as taboas tomão outra disposição, e dão os logari- 
thmos dos numeros desde 1200 até 1400000 calculados com 7 
algarismos decimaes; de 100000 até 108000 os Jogarilhmos 
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são, como no comeco das taboas, caléulados com 8 algarismos 
decimaes. 

Depois da chiliade I, a columna N contem todos os numeros 
desde 1020 até 18000, e a columna seguinte, intitulada 0, con- 
tém os logarithmos correspondentes; n'esta columna os nu- 
meros isolados de 3 algarismos que se achão á sua esquerda 
são considerados como escriptos uns sob os outros de ma- 
neira a completar todas as linhas. 

Nas columnas intituladas 41, 2, 3......9 se achão numeros de 
4 algarismos, que estão na mesma linha horizontal com os nu- 
meros da columna N; aquelles numeros de 4 algarismos sub- 
stituidos aos outros tambem de 4 algarismos, que se achão á 
direita da columna 0, são os logarithmos dos numeros da co- 
lumna'N seguido do algarismo que serve de titulo á columna 
vertical considerada, 

Emfim, existe'uma ultima columna intitulada diff., que quer 
dizer differença ; cada uma d'essas columnas se compõe de um 
numero isolado, situado no seo alto, e que se chama differença 
tabular ; esses numeros isolados são as differenças dos logari- 
thmos de dousjnumeros inteiros consecutivos. Á esquerda do 
traço vertical que está debaixo d'esse numero se achão os 
numeros 1, 2, 3....9, e à direita os productos da differença 
por 0,1, 0,2,0,3..... € 0,9. 

Para se poder applicar os logarithmos ás questões numeri- 
cas é necessario saber-se resolver os dous problemas seguin- 
tes: 1º Dado um numero, determinar seo logarithmo ;— 2º Dado 

- o logarithmo de um numero, determinar esse numero. 
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Ao Uso das taboas de logarithmos, 


STADO DO MARA NH Area é, 


Determinar o logarithmo de um numero dado, 


119, PriMEIRO CASO, O numero dado consta de cinco algaris- 
mos, 


p 
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Seja proposto, por exemplo, o numero 43678 ; procura-sena 
columna intitulada N o numero 4367 e á direita na columna 0 
tomão-se os tres algarismos isolados 640, á direita dos ‘quaes 
se escrevem os quatro outros 2528 que se achão justamente na 
intersecção da linha horizontal, em que está o numero dado; 
com a linha vertical, onde está o ultimo algarismo 8 do numero 
dado ; assim 4 sendo a caracteristica, temos 


log. 43678 ==4,6402528. 


SEGUNDO caso. O numero dado é qualquer. o 
- Seja em geral No numero dado. Separa-se por meio da vir- 
gula no numero N cinco algarismos à esquerda; seja n esse 
numero e d a fracção decimal resultante ; é claro que a parte 
decimal do logarithmo de N é a mesma que à do logaritimo do 
numero N modificado, que é da forma n + d. 

Procura-se nas taboas o logarilhmo de n (1ºcaso), seja l esse 
logarithmo. O logarithmo do numero (n+-d) é comprehendido 
entre Jel’; U sendo o logarithmo do numero inteiro superior a 
n em uma unidade, 


G 


Principio. Os accrescimos logarithmicos são proporcionaes 
aos accrescimos numericos e reciprocamente, 

Este principio não é verdadeiro rigorosamente, como vere- 
mos, porém pode ser empregado sem erro sensivel. 

Pondo a diferença! — l= ð, que é o acerescimo logari- 
thmico correspondente à unidade, e apoiando-nos no princi- 
pio precedente, temos : y 


- mia 
Ora 4? 
d'onde se deduz: 
g=dxo0; 


assim, para obter-se x, isto é, o accrescimo logarithmico cor- 
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respondente á parte decimal d, basta multiplicar-se por da dif- 
ferença tabular ò. 

Desprezando-se n'este producto os algarismos que não in- 
fluem sobre o septimo algarismo decimal, e ajuntando-se con- 
-= venientemente o numero resultante com a parte decimal do 
logarithmo de n , obtem-se a parte decimal do logarithmo do 
numero dado, ao qual se dá depois a competente caracteristica. 

Seja proposto, como applicação do que acabámos de dizer, 
determinar o logarithmo do numero 346,78267. 
-Emi lùgar de considerarmos o numero proposto, cujo logari- 
thmo tem por caracteristica 2, consideraremos o numero 
34658,267. É 


log. 34658 =, .... h,5398035 
log. 3659 =. .... h, 5398160 
1 ò=125 


Multiplicando 0,267 por 125 temos por producto 33,375, que 
é o accressimo logarithmico correspondente á 0,267; despre- 
zando os tres ultimos algarismos decimaes e ajuntando 33 com 
5898035, logarithmo de 34658, temos 


log. 346,78267 = 2,5398068, 


Eis como se opera nã pratica, empregando-se a ultima co- 
lumna diff. : 


log. 34658 “+ 4,5398035 
por 0,2 55 Ga, > 
por 0,06 Pd! 0.40 1645 to 


Por NOO an 0,88 


eo vy rye ge e Aa 


log. 34658,267 =... 1,539806838, 


RR! 


e log. 346,58267 =... 2,5398068 
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PROBLEMA II, 


DETERMINAR O NUMERO CORRESPONDENTE A UM LOGARITHMO 
DADO, 

420. PRIMEIRO CASO. O logarithmo dado é um logarithmo das 
taboas. . 

Seja por exemplo 7931895 o logarithmo dado. Procurão-se 
na columna 0 os tres algarismos isolados 793, e à direita d'esse 
numero ou mais abáixo nas columnas 1, 2,3 ,....9 os algaris- 
mos 1895 ; obtem-se o numero buscado escrevendo-se 4, alga- 
rismo que se acha no alto da columna vertical considerada, 
à direita do numero 6214, que se acha na columna N e na 
mesma linha horizontal com os algarismos 1895. 


SEGUNDO CASO. O logarithmo dado é qualquer. 

Seja em geral L um logarithmo dado, de que se busca o nu- 
mero correspondente, Se L não se acha nas taboas, é compre- 
hendido entre dous logarithmos consecutivos Ze l’, dos quaes 
sejão ne n 4-1 os numeros correspondentes; chamando à a 
diferença '— l, A a diferença L — |, e fundando-nos no prin- 
cipio (nº 419 — Princip.), temos : 


Assim, para obter-se x ou 0 accrescimo numerico, correspon- 
dente ao accrescimo logarithmo À, basta dividir-se A pela diffe- 
rença tabular à. 

Ajuntando-se a n o valor de x, convertido em decimaes, e 
separando-se por meio da virgula a parte inteira do numero 
segundo a caracteristica do logarilhmo dado, obtem-se o nu- 
mero pedido. 

Appliquemos a um exemplo o que acabámos de expôr de 
uma maneira geral, Proponha-se procurar o numero corres- 
pondente ao logarilhmo 2,4674325. 
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Procurão-se nas toboas os dous logarilhmos 4674305, 
4674453, immediatamente inferior e immediatamente superior 
ao logarithmo dado, e ao mesmo tempo os numeros corres- 
pondentes que são 29338 e 29339, Fazendo as subtracções : 


U = 2,4671453 L = 2,4674325 


| = 2,1674305 l = 2,4674305 
=l lS; n. ANS, A= L —] =.,.. 20 
temos : 
EAS ET A 
Dae N) A 


Ajuntando 0,135 á 29338, numero correspondente ao loga- 
rithmo immediatamente inferior ao logarithmo dado, teremos 
os algarismos significativos 29338135 do numero buscado ; em 
seguida o numero buscado é 293,38135, visto ser 2 a caracte- 
ristica do logarithmo dado. 

Eis como se opera na pratica, empregando-se a columna das 
diferenças : 


2,4674325 
por 2,4674305 o... ._. 29338 


Resto . ...20 

DOLAR E na A Ss Do RD DA 
DORME a E AR e RR) US 
POL St 02 o Mo Tot DUC AA ar. Ro cotar O UDA 


=". 


2,4674325 corresponde à 293,38 134 


Toma-se o logarithmo. 2,4674305 immediatamente inferior 
ao logarilhmo dado , e ao mesmo tempo o numero 29338 cor- 
respondente á aquelle logarithmo ; a differença dos dous loga- 
rithmos dá um resto 20. Procura-se depois na taboa diff. mais 
proxima c na columna á direita do risco o numero immediata- 
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mente inferior a 20, esse numero é 15, que corresponde a 0,1. 
Diminuindo-se 45 de 20, resta 5, que multiplicado por 10 dá 50; 
procura-se de novo na mesma columna á direita o numero 
mais proximo de 50, acha-se 44 , que corresponde a 0,03. Di- 
minuindo-se 44 de 50, resta 6, que multiplicado por 10 dá 60 ; 
procura-se ainda o numero mais proximo por defeito ou por 
excesso de 60, acha-se 59, que corresponde a 0,004. 
Addicionando tudo, e tendo em vista a caracteristica, obtem- 
se o numero 293,38134, correspondente ao logaritmo dado. 


TAM 


piBLIO! 


` 


Observações importantes. SO À ARA ix 
EST ADO Ð ON 

h24. I. Só definimos os logarithmos dos numeros" maiores 
que a unidade, e até aqui só temos considerado semelhantes 
Jogarithmos, Ca segundo nossas definições, é ne- 
cessario que todos os numeros satisfação aquella condição ; 
assim, tendo de procurar o logarithmo de um numero menor 
que a unidade, devemos tornal-o antes maior que a unidade, 
multiplicando-o por uma potencia conveniente de 10; feito 
isto, opera-se da maneira conhecida, e divide-se o resultado, ao 
qual se chega, por aquella potencia de 10. 

II. Quando se tem de diminuir de um numero qualquerum ou 
muitos logarithmos, empregão-se algumas vezes os complemen- 
tos d'esses logarithmos, que se ajuntão ao numero proposto ; 
porém, como sabemos, do resultado devem-se diminuir tantas 
vezes 10, quantos fds titimos se subtrahirão, 

“WI. Quando o numero que se busca depende de multipli- 
cações, divisões, potencias, e raizes, procura-se o seo Jogari- 
thmo, e d'este passa-se ao numero, como sabemos, 

Proponha-se calcular a seguinte expressão : 


3/0,3148 X 5 
= -= 
TXT 


„Multiplicando esta igualdade por 10", temos : 
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3/7308 X5 10º 
w x40 = 10" ATER AT 
x XN i000xIXr 3/1000 7x 7 
348 x 5 | 


e tomando os logarithmos dos dous membros 


log. (x x 10)=n — ; (log. 4000 + log. 7 -+ log, x ++ 
+ cè log: 348 + cilog. 5—20). 


Eis o typo do calculo : 


1084100088 a mea, 55,0, e 3,0000000 
lord ERR Tm 0,8450980 
logan ==108. 8,146; 05. . a, 0,4971509 

log. 348 = 2,5415792 
c'log. 348 = 7,4584208. ...,.. 7,4584208 

log. 5 = 0,6989700 
clog. 5 ==9,3010300,...... 9,3010300 
21,1016997 


log. (x x 10)=n— 5 (1,1016997) =n — 0,3672332 . 


Tomando n = 4, a sublracção do segundo membro pode 
ser ellectuada e temos finalmente 


log. (æ x 10) = 0,6327668 
Calculo do numero correspondente : 


0,0327668 
0,6327609 , . 1... = : 42930 


Resta... 59 
5 


por... 
Dona. 80 qi . 0,08 
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por conseguinte 


0% == 0,4293058, 


IV, Observando- se nas taboas as columnas das differenças, 
vê-se que essas diferenças vão sempre diminuindo; a razão 
é por que sen en -+4 são dous numeros consecutivos, a dif- 
ferença dos logariihmos d'esses numeros é 


log. (n+1) — log. n= log. (= ') ==log, (1 +i) ) 


Ora, á medida que n cresce, a quantidade 1 +t diminue e 


tende para a unidade, e a differença dos dous-logarithmos 
tende para zero. 

V. Os aceressimos logarithmicos não são proporcionaes aos 
accressimos numericos. Gom effeito se a um numero n damos 
um accressimo A, o logarithmo experimentará um aceressimo 
expresso pela differença seguinte : 


log. (n-A) — log, n==log. = = log. (1 +) E 


Ora, esta dillerença diminue, á medida que n cresce; por 
conseguinte ) ficando constante; isto é, O aceressimo numerico 
sendo constante, o accressimo jogarithróico diminue e não lhe 
é proporcional. A dilferença de dous logarithmos consecu- 
tivos nas taboas é muitas vezes a mesma durante muitas pa- 
ginas , logo para os numeros inteiros comprehendidos n'essas 
paginas é evidente que o accressimo dos logarithmos é pro- 
porcional ao dos numeros. 


E———. 
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- o 
ps get» 


e 


1. Calcular por logarithmos as expressões seguintes: E: 


7634537 
76781 *? 


14,2768 +- 4,5678 


I. Calcular por logarithmos as expressões seguintes : 
(3,1416), 3,1416 x V237 
HI. Calcular por logarithmos as expressões seguintes : 


a — (276h x h7,078)* [4,678 x (23764) s 
dra oiro E ER | Ra7i= 126 


IV. Calcular por logarithmos as expressões seguintes : 


ha (Va) = 67,528) * 
PSV 56 52 


V. Calcular por logarithmos a expressão seguinte : 


po A 1 é ( 8 [276,4 x, a, | 
— h2,7x (25)3 16x2,4 
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LIVRO VIII. 


Applicações. 


4 
yr 


CAPITULO PRIMEIRO. 


APPLICAÇÕES DA THEORIA DAS RAZÕES. 


Das grandezas directa e inversamente proporcionaes. 


422, Logo que duas grandezas se achão ligadas pelo enun- 
ciado de um problema de tal modo, que dous valores da pri- 
meira estejão na mesma razão que dous valores corresponden- 
tes da segunda, ellas são ditas proporcionaes ou directamente 
pr oporciondes, 

Assim quando se diz, por exemplo, que o preço de um metal 
é proporcional ao seo peso, deve-se entender que, tomando-se 
dous pesos differentes do metal e os seos precos correspon- 
dentes, a razão dos pesos é igual à razão dos preços. 

Duas grandezas são ditas inversa ou reciprocamente propor- 
cionaes, logo que dous valores da primeira se achão em razão 
inversa com os dous valores correspondentes da segunda. 

Assim quando se diz que a velocidade de um corpo, que se 


ZAR 
= 2 os 
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move uniformemente, é inversamente proporcional ao tempo 
empregado pelo corpo para percorrer um espaço determinado, 
deve-se entender que dous valores differentes da velocidade 
estão em razão inversa com os dous valores correspondentes 
do tempo. 


423. A demonstração da proporcionalidade das grandezas 
não pertence á Arithmetica , porém a cada sciencia em particu- 
Jar que as considera; admittimos essa proporcionalidade, de 
que faremos uso nas soluções dos problemas que temos de re- 
solver. No entretanto vamos indicar dous theoremas que ser- 
. virão para reconhecer, se duas grandezas varião em razão di- 
recta ou inversa, 


h24, THEOREMA I, Se duas grandezas são taes, que uma d'ellas 
vindo a ser certo numero de vezes maior ou menor, a outra 
venha a ser esse mesmo numero de vezes maior ou menor, ellas 
são directamente proporcionaes. 

Sejão A e Bas duas grandezas dadas; por hypothese A vindo 
a ser m vezes maior ou menor, B vem a ser tambem m vezes 
maior ou menor. 

Trata-se de demonstrar que, quaesquer que sejão os valores 


dana PRE PR 
de A, multiplicando-os por um numero fraccionario n? 0SVa- 


lores correspondentes de B serão tambem multiplicados por 
m 


a 
Ro m t; 

Multiplicar A por ey é tornal-o m vezes maior, e n vezes me- 

nor; porém À vindo a ser A x m , B vem a ser por hypothese 


B x m se esse novo valor de À vem a ser n vezes menor, isto 
Axm 
é 


, O valor correspondente de B virá a ser, por hypo- 


Bxm 
these, n vezes menor, isto é, z ora, é claro que as duas 
razões 
m m 
RES SOR R 
A É B 
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são iguaes; logo A e B são duas grandezas proporcionaes em 
virtude da definição (nº 422). 

O ganho de um obreiro é proporcional ao numero dos dias de 
seo trabalho; por que quanto mais trabalhar, mais ganhará 
necessariamente. 


425. THEOREMA IL. Se duas grandezas são taes que uma d'ellas 
vindo a ser certo numero de vezes maior ou menor, a outra 
venha a ser esse mesmo numero devezes menor ou maior, essas 
grandezas são inversamente proporciondaes, 

Demonstra-se este theorema do mesmo modo que o prece- 
dente. 

O numero das horas de trabalho, por dia, de um obeiro pa- 
ra fazer uma obra, é inversamente proporcional ao tempo em- 
pregado; porque, quanto maior fôr o numero de horas, menos 
tempo será necessario para fazer a mesma obra. 


Observação. Uma grandeza pode ser ligada pelo enunciado 
de uma questão a muitas outras, sendo proporcional a umas 6 
universamente proporcional a outras. 

Por exemplo, o preço de um cylindro, formado de prata e 

cobre, é proporcional á quantidade de prata e inversamente 
proporcional á quantidade de cobre, o volume do cylindro 
sendo sempre o mesmo. A quantidade de prata sendo con- 
stante, a de cobre variando assim como as dimensões do cylin- 
dro, será facil ver-se que o preço será proporcional ás dimen- 
sões do cylindro e inversamente proporcional á quantidade 
de cobre, etc, 


, BIBLIOTEE 
Regra de tres simples. 
= secas 
E$ ABC ks TA BA ma E 
UT A 
426. Regra de tres simples é toda questão que tem por fim, 
conhecendo-se os valores de duas grandezas que varião na 
mesma razão ouem vazão inversa, determinar o novo valor de 
uma d'ellas, quando a outra toma outro valor determinado. 


TEIA 
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Se as duas grandezas dadas varião na mesma razão, a regra 
de tres simples é directa, e no outro caso inversa. 

Vamos tratar a questão de uma maneira geral, applicando 
depois o que tivermos dito a alguns exemplos. E; 

Sejão M e N as duas grandezas dadas, m e n seos valores res- 
pectivos; trata-se de determinar o valor que tomará M, logo 
que N em lugar den tomar outro valor n'; represente æ o valor 
buscado 


M, N 
nm n 
x n, 


Ha duas maneiras de resolver-se esta questão. 

I. Por meio das razões. Se as duas grandezas M, e N são di- 
rectamente proporcionaes, a regra de tres é directa, e temos 
a seguinte proporção : 


æ n B 7E IPREN fra 
de= oo (uh, ECA PUBLICA 
d'onde se deduz; ESTADE JA i 


? 
TES MMX =" 
nº 


se as duas grandezas dadas são inversamente proporcionaes; 
a regra de tres é inversa, e goos 


d'onde se deduz : 
n 
=m x arr 
n 


II. Reducção à unidade. Supponhamos proporcionaes as gran- 
dezas dadas, Quando N tem por valor n, M tem por valor cor- 
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respondente m; se N toma um valor n vezes menor; isto é, a 
unidade, o valor de M vem a ser tambem n vezes menor (n°424); 


r m 5 r, 
isto é nise N toma um valor nº vezes maior; isto é, 1 X n’, 0 
valor de M será tambem nº vezes maior; isto eZ x n ou 


mi X = resultado obtido pelo primeiro methodo. 


Se M e N são inversamente proporcionaes; logo que N tem 
por valor n, M tem por valor m, e logo que N tem por valor 1, 
Mtem por valor m x n (nº 425); se N tomar um valor n’ vezes 
maior; isto é 4 x n’ ou n’, M tomará um valor nº vezes menor; 
. m n n P . e 
isto é, = oum x y (nº 425), resultado obtido pelo pri- 
meiro methodo. 


PROBLEMA I. Um bastão de 8 pés dá uma sombra, cujo compri- 
mento é de7 pés; uma torre no mesmo momento dá uma sombra 
de 203 pés, pergunta-se a altura da torre.” 

Será facil ver-se que esta questão é uma regra de tres di- 
recta; empregando os raciocinios acima, e æ representando a 
altura buscada, teremos a seguinte proporção : 


o 208, 
SH cêd as 
d'onde se deduz: 
g= Bans == 232 pés. 


ProBLEMA II. Dezoito obreiros fizerão uma obra em 15 dias ; 
quantos obreiros farão a mesma obra em 9 dias ? 

Recorrendo sempre aos dous lheoremas (nº 424,425) vê-se 
facilmente que esta questão é uma regra de tres inversa ; a re- 
presentando o numero de obreiros buscado , temos à seguinte 
proporção : 


a IB 9º 
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d'onde se deduz : 


K 
g= 18 x 15 30 
9 
Os dous problemas supra, assim como todas as questões 
deste genero, podem ser resolvidos pelo methodo da reduc- 
ção á unidade (nº 426 — II), o que não oferece dificuldade al- 
guma, 


Hegra de tres composta, 


427. Regra de tres composta é toda questão que tem por fim, 
conhecendo-se o valor de uma grandeza, assim como os valores 
correspondentes de muitas outras grandezas, ás quaes a pri- 
meira é directa ou inversamente proporcional, determinar o va- 
lor que tomará a primeira grandeza logo que as outras toma 
rem outros valores determinados. 

Seja 


MERO Coisas UETAN; 


K a grandeza dada que suppomos proporcional a A, B, C, etc., 
e inversamente proporcional a P, Q, R, etc. ; logo que Ktem por 
valor k, A, B,C... P, Q, R... teem por valores, b, c...... 
ereere Py Q3 T.e; trata-se de determinar o novo valor æ de K, 
logo que as outras grandezas em lugar de a, b, A O 
tomarem os valores a', DC... D'y, Qly Pesene 

Resolve-se esta questão geral pelos dous methodos empre- 
gados na regra de tres simples. 

I. Por meio das razões, Em lugar de determinarmos x fazen- 
do variar todas as grandezas simultaneamente, procuraremos 
os valores que K tomará fazendo variar successivamente cada 
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uma das grandezas dadas e conservando ás outras seos valo- 
res primitivos. Operando assim, teremos o valor de œ logo que 
tivermos feito variar todas as grandezas successivamente até a 
ultima. 

Posto isto, seja x, O valor que K toma, logo que A toma 0 ya- 
lor a”, as outras grandezas B, C... P, Q, R.... conservando seos 
valores primitivos b, Cy ese Ps 7 ....; Seja © 0 novo valor que 
K toma, logo que A tendo o valor a”, B tem o valor b' em lugar 
de b, as outras grandezas conservando seos valores primitivos; 
do mesmo modo sejão Lı, Lzy Ly. OS valores differentes que 
K toma, á medida que as grandezas varião successivamente; e 
æ o valor final, valor buscado que K toma , logo que todas as 
grandezas tiverem variado até á ultima. 

K sendo directamente proporcional à A, B; G...... e inversa- 
mente proporcional à P, Q, R...... teremos, em virtude do que 
acima dissemos, as seguintes proporções : 


MU 
ES 
E sm 
A E A R . 
= z DU 
O e 2 Mo e 
a. p m E 
arja ER 
20 O ES 
apo ea x 
-. O da =P 
E ÇA CR ri a 
io rat O q 
a bh nf 
RR DR 
Fri 


+ 


. 
- 
. 

-s 
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resultado que se enuncia da maneira seguinte : 


h28. Em toda questão de regra de tres composta a razão da 
incognita á quantidade que lhe é correspondente , é igual ao 
producto das razões entre as quantidades que são directamente 
proporcionaes á incognita, dividido pelo producto dus razões 
entre as quantidades inversamente proporcionaes. 


II. Reducção à unidade. Quando A, B, C, .... P, Q, R,... 
teem os valores a, b, c.... P, d, 7...., K temo valor k; quando 
A toma um valor a vezes menor; isto é a unidade, intactas as ou- 
tras grandezas, o valor de K vem a ser tambem a vezes menor 


recair Aa 
isto é ct e se À toma um valor a” vezes maior isto é 1 x a' ou 


r 


KEL a 
a', o valor de K vem a ser q xa oukxg 


K sendo ainda directamente proporcional a B terá um valor 
b vezes menor se B tem por valor a unidade, e um valor b' vezes 
maior, se o valor de B torna-se b'; o valor de k será pois 
a x b' 


k x 


K sendo tambem directamente proporcional a G terá por ya- 
q xb xo 
uxbxc 
K sendo inversamente proporcional a P tem um yalor p vezes 
maior logo que P tem um valor p vezes menor ou a unidade, e 


lor k x , logo que se passar de c ac, 
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o valor de K vem a serp' vezes menor quando o de P se torna p' 


TEA , l a O DE 
vezes maior; o valor de K é pois x axb MEX Pp: 
Pela mesma razão passando do valor q de Q ao valor q”, o 


Ux xoxp XU 
valor de K será kx XD XUXCXD XI 


Emfim, o valor» de R vindo a ser 7,0 valor de K, que é 
inversamente proporcional à R, será 


MEE bio 
) ma DE =X = Ko ais 
k axbxexpx = hxo Darc 
“axbxcexp'x T Piia: rE 
pároco Tur 


mesmo resultado, obtido pelo primeiro methodo. 
-Appliquemos a theoria á um exemplo. 


PROBLEMA I. Em 25 dias 36 obreiros trabalhando 40 horas por 
dia cavárão um buraco com 60” de comprimento, 3" de largura 
e h» de profundeza. Quantos obreiros serão precisos traba- 
lhando 42 horas por dia para cavarem em 18 dias um buraco 
com 75" de comprimento, 2",5 de largo e 3",2 de fundo. 
Suppõe-se que a difficuldade do primeiro trabalho está para a 
do segundo como 6 está para 7, e a força de um obreiro da pri- 
meira companhia está para a de um obreiro da segunda como 
5 está para h. 

Escreyamos em linhas horizontaes as grandezas da questão 
com os seos valores correspondentes, œ representando o nu- 
mero de obreiros buscado. 


e 


Obreiros, — Horas (5). — Dias (i). — Comprimento (d). — Largura (t), — Profondeza (cl), — Dificuldade (d), — Força (i), 
36b 4 Qu 9 5d 60™ am tm 6 5 
dO: es 18 75 2,5 3,2 7 ho 
4 


Primeiro methodo. Determinemos o numero de obreiros ne- 
“ cessario fazendo variar somente as horas,as outras condições 
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do problema ficando as mesmas; seja x, esse numero, Teremos 
a seguinte proporção : 


por isso que essas grandezas são inversamente proporcionaes. ` 
Poder-se-hia calcular immediatamente o valor Zo, porém não 
O fazemos; nos serviremos no entretanto de «x, , como se fosse 
um numero. è . 

Seja 2, o numero de obreiros necessario trabalhando 12 ho- 
ras por dia, logo que em lugar de 25 dias trabalhão somente 18 ; 
como são ainda duas grandezas inversamente proporcionaes, 
temos a seguinte proporção : 


æ, é pois o numero de obreiros trabalhando 10º por dia e du- 
rante 48 dias, as outras condicções do problema ficando as 
mesmas, 

Fazendo variar o comprimento, X, representando o novo nu- 
mero de obreiros, c essas grandezas sendo directamente pro- 
porcionaes, temos a seguinte proporção : 

O 75 


xo 60 


æ, é o numero de obreiros preciso trabalhando 49º por dia du- 
rante 18 dias para cavarem um buraco com 75" de compri- 
mento, 3" de largo, etc., as outras condicções do problema fi- 
cando as mesmas. 

Seja, O novo numero de obreiros preciso logo que em lugar 
“de 3” de largo ha somente 2",5; como essas grandezas são di- 
rectamente proporeiónaes, termos a seguinte proporção ; 
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æ, sendo o novo numero de obreiros, logo que a profundeza va- 
ria, temos pela mesma razão 


æ, disignando o numero de obreiros preciso trabalhando 12 ho- 
ras por dia durante 18 dias para cavarem um buraco com 75 
metros de comprimento , 2”,5 de largo, 3",2 de fundo, a dif- 
ficuldade sendo 7, e a força de cada obreiro sendo represen- 
tada por 5. 

Em fim buscamos qual o numero de obreiros preciso para 
fazerem esse mesmo trabalho com a unica diferença que a 
forca de cada obreiro seja representada por 4; como são gran- 


- dezas inversamente proporcionaes, temos a proporção : 


Ty 


5 
Do h 


an designando o numero de obreiros buscado, isto é, a in- 
cognita. 

Temos sete proporções, de que depende o valor de æ ; para 
obtel-o, multiplicando essas igualdades membro a membro 


œ _ 10X25 X75 Xx2,5 X 3,2XxT7X5 
36 12X48 Xx60X 3 X 4 XXL?’ 


e supprimindo os factores communs, temos : 


g= 50,636... 


O resultado fraccionario, a que chegamos, significa que 50 
obreiros farião um pouco menos e 51 um pouco mais do tra- 
balho proposto. 


Segundo methodo. Para cavar-se certo buraco determinado 


= 
RE a 
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são precisos 36 obreiros trabalhando 10 por dia, 'ou 36 x 10 
36 x 10 


13 obreiros 


obreiros trabalhando uma hora por dia, e 
trabalhando 12º por dia. 

36 x 10 

12 É 

balhando 12* por dia e durante 25 dias; para fazer a mesma 
obra durante 4 dia seria necessario um numero de obreiros 
25 vezes maior e para fazel-a em 48 dias, 18 vezes menor isto é 
36 X 10 x 25 

OSC TA 


obreiros são precisos para cavarem um buraco tra- 


36 x 10 x 25 
12x18 
comprimento ; se tivesse um metro de comprimento seria ne- 
cessario um numero de obreiros 60 vezes menor e como deve 
ter 75 metros , é necessario um numero 75 vezes maior, isto é 

36 X 10 x 25x 75 


um numero de obreiros igual a MISTAS AG 


O buraco feito por este ultimo numero de obreiros teria 3” 
de largo; se tivesse 1º de Jargo, o numero de obreiros neces- 
sario seria 3 vezes menor, mas devendo ter 2,5, O numero de 
36X 10 x 25 EXT 0 E 25 
42x18x60x3 

Este ultimo numero de obreiros teria feito um buraco de 
de fundo, porém o buraco devendo ter 37,2, 0 numero de 
96x 10x 25x 75x 2,5 x 3,2 

12x 18x 60 X 3X4 

O buraco feito por este ultimo numero de obreiros seria em 
um terreno de difficuldade representada por 6; se a difficul- 
dade fosse 1, seria necessario um numero de obreiros 6 vezes 
menor; porém, como ella é 7, é necessario um numero de 
36xX10x25x75x2,5x3,2x7º 

12x 18x60x3x 4x6 
À força de cada obreiro sendo representada por 5 é necessario 
36x 10x 25 x 75x2,5x3,2x7 


PISNCPAEABUBLICA 
O 


O buraco feito pelos obreiros teria 60” de 


obreiros deve ser 27,5 maior, isto é 


obreiros necessario será 


obreiros 7 vezes maior; isto é 
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obreiros para fazerem a dita obra; se a força fosse 4, seria ne- 
cessario um numero de obreiros 5 vezes maior; porém, como 
ella é 4, é necessario um numero 4 vezes menor; isto é, 
36 xA 0 TE 5 < i K é à, resultado: obtido pelo 
primeiro methodo. 

429. Ainda para mais exercicio appliquemos a esta questão 
a formula geral (nº 428): para isso cumpre notar as grandezas 
directa e inversamente proporcionaes á grandeza, de que se 
busca o novo valor; as grandezas que se achão affectadas da 
lettra d são proporcionaes, e as da lettra i inversamente pro- 
porcionaes à grandeza principal. 

Applicando a regra, temos : 


75 2,0 3,2 7 
ORE E ET Ha 
: 360 12. 18, 4 5 
104 35X 5 


donde se deduz: 


q == 88X 10X 25 x75 x 2,5x3,2x 7x5 
= 12xX18x60xX3xhx6xhA ê 


resultado que obtivemos pelos dous methodos precedentes. 
EXERCICIOS, 


I. Certa obra foi feita por 10 obreiros em 45 dias. — Quantos 
dias serão necessarios a 9 obreiros para fazerem a mesma 
obra ? | 

II. Pagou-se certa somma pelo transporte de 27 quintaes a 
uma distancia de 46 leguas 3. Quantos quintaes se poderão 
transportar pela. mesma somma a uma distancia de 37 le- 
guas į? 


24 
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I. Durante certo tempo h0 obreiros fizerão 268 toezas de 
obra. Quantas toezas farão no mesmo tempo 60 ppa de 
mesma força? 

IV. Para se fazerem os ł de certa obra é necessario 1 dia, — 4 
Que tempo será necessario para fazer-se toda a obra ? 

V. A razão das forças de dous obreiros é 3, e a das difficul- 

-dades dos terrenos, em que trabalhão , 3. O primeiro d'elles faz 
288 toezas em 36 horas, quantas toezas fará o segundo em 2h 
horas no segundo terreno ? 

VI. Uma grandeza proporcional a muitas outras , é tambem 
proporcional á seo producto. 

VII. Em 28 dias, 26 obreiros trabalhando 8*4 por dia, fize- 
rão h28" ,67 de certa obra, cuja dificuldade é representada pela 
fracção. Quantos obreiros serião necessarios , trabalhando 9" 3 
por dia, para fazerem em h5 dias h27",73 de uma obra , cuja 
difficuldade fosse representada por & ; Sanengpo sia que a razão 
das actividades das duas companhias é 43. 

VIII. Demonstra-se na Physica que o numero de vibrações 
transversaes que executa na unidade de tempo uma corda tesa, 
é proporcional à raiz quadrada do peso que a entesa, e inver- 
samente proporcional a seo comprimento, a seo diametro e ú 
raiz quadrada de sua densidade, 

Posto isto, uma corda de cobre tendo 0",363 de comprimento, 
07,0015 de diametro, e sendo entesada por um peso de 1335, 
executa 1999 vibrações em um segundo; pergunta-se quantas 
vibrações executará uma corda de platina tendo 07,451 de com- 
primento, 0"00025 de diametro, e sendo entesada por um peso 
de h"s,h9; a densidade da platina sendo 21,5 e a do cobre 8,8. 

IX. Tres grandezas variaveis A, B, € dependem uma da 
outra ; sabe-se que A é proporcional a B, quando C não varia, 
e A proporcional a G, quando B não varia. Pergunta-se como 
varião Be C, quando A não varia, 

X. A terceira lei de KerLER é a seguinte : os QUADRADOS DOS 
TEMPOS DAS REVOLUÇÕES SIDERAES: DOS PLANETAS SÃO PROPOR- 
CIONAES AOS CUBOS DE SUAS DISTANCIAS MEDIAS AQ SOL. 

Posto isto, executando a- terra sua revolução sideral em 
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365,25 dias, e sua distancia ao sol sendo tomada por unidade, 
pergunta-se qual a distancia media de Venus que executa em 
224,70 dias sua revolução sideral. 


CAPITULO II. 


SOLUÇÕES DE DIVERSAS QUESTÕES SOBRE AS 
GRANDEZAS CONCRETAS. 


Hegra de juros e desconto. 


430. Logo que uma pessoa empresta dinheiro à outra du- 
rante certo tempo, esta ultima segundo o uso restitue não 
somente o emprestimo como outra quantia, que se chama juro 
do dinheiro emprestado, que é, por assim dizer, o alluguel do 
dinheiro, 

O juro depende da somma que se empresta, do tempo que 
dura o emprestimo e de um terceiro elemento; que se chama 
taxa do juro, que vem a ser o beneficio que produz uma 
quantia determinada em tempo determinado, ordinariamente 
é o juro de 400 em um anno ; se 5 é esse juro, diz-se que a 
taxa é cinco por cento, que se escreve abreviadamente : 5 2, 

A taxa varía de um paiz a outro, e mesmo com o tempo em 
um mesmo paiz, 

431, O juro é simples logo que a quantia emprestada é 
sempre a mesma cada anno durante todo o tempo do empres- 
timo ; o juro é composto, logo que no fim de cada anno o juro 
se ajunta ao capital para produzir juros no anno seguinte. 

432. Regra de juros é toda questão relativa ao beneficio 
que produz uma somma de dinheiro, que se emprega em 


especulações commerciaes, industriaes, etc., ou que se em- 
E Si, A ; 
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presta a alguem, que então indemniza o emprestador, pagando- 
lhe juros. 


JURO SIMPLES. 


433. Em toda questão de juro simples entrão sempre quatro 
quantidades : o capital, o tempo, à taxa, e o juro, É claro que 
o juro é proporcional ao capital, ao tempo e á taxa ; vê-se pois 
que as questões de juro não são mais do que regras de tres 
simples e composta, 

Quatro problemas principaes se appresentão, a saber : 

I. Determinar o juro que pode produzir certa quantia dada, 
empregada durante certo tempo dado, conhecendo-se a taxa 
do juro. 

Il. Determinar o capital, que é necessario empregar-se du- 
rante certo tempo dado para vencer um juro dado. 

III. Calcular a taxa do juro a que se deve empregar por uni 
tempo dado, um capital dado para produzir um juro dado 
nesse tempo. 

IV. Calcular o tempo, em que um capital dado a uma taxa 
dada deve vencer um juro dado, 

L34. Estes quatro problemas se resolvem mui facilmente 
por meio de uma formula ou relação constante que existe 
entre as quatro quantidades, que entrão em toda questão de 
juro, relação que nos propomos a determinar, 

Sejão a o capital, to tempo, ĉa taxa, I o juro do capital «, 
empregado pelo tempo t á taxa à. 

Eis o raciocinio. 


100 produz i cem, 4 anno 
i 
4 » 100 » » 
a » ipea » » 
100 
ix ax t 
cmfim » » TES 2 ot t annos. 
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Ora, chamamos Lojtro de a, ou o que produz o capital a em 
t annos ; logo, temos : 


axixt 
É 100 (1) 

435. O primeiro problema é resolvido, empregando-se a for- 
mula (1) ; para resolver os outros, vamos fazer algumas trans- 
formações simples ; multiplicando os dous membros da igual- 
dade (1) por 100, temos : 


1x4100=-0x 1x; 
d'onde se deduz successivamente 


Es Ix 100 
(mi Er axt ILE TINE. 


=a (4) . 


436. Façamos algumas applicações Mestas formulas. 

PROBLEMA JI, Calcular o juro de 432: 400 reis em 3 annos 6 
mezes a 6 por cento ao anno. 

A quantidade desconhecida westa questão é o juro; appli- 
cando a formula (1), e notando que t n'essa formula, assim 
como nas outras, designa o tempo, expresso em annos, temos : 


= 32h00 x 6x3 — 432400x6xX7 on. e. 
LO = — ooo — — 90: 804 reis; 


a fracção 3 do anno sendo equivalente a 3 annos e 6 mezes. 
ProBLEMA II. Determinar o capital que empregado por 3 
annos e 6 mezes a 6 por cento ao anno, produzio 90 : 804 reis 
de juro. l 

A incognita d'esta rai é o capital, empregando pois 
a formula (2), temos: 


a — 20804 x100 90804 x400 x2 , 19,400 


6x4 6x7 
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resolve todas as questões que se podem appresentar; a letra E 
designa o desconto por fôra. 

440, Passemos ao desconto por dentro, e resolyamos o pro- 
blema de uma maneira geral. 

ProBLEMA, Calcular o desconto por dentro e de uma somma 


a, importancia de um bilhete pagavel no fim det annos, a taxa 
do desconto sendo i. 


Eis o raciocinio : 


100 em 1 anno produz i 
100 em t annos prod. ixt; 


` por conseguinte, um bilhete, cujo valor nominal 6100 +; >< f 
pagavel no fim de t annos, vale hoje 100; e o desconto por 
dentro d'esse bilhete é i x t; logo, se 


sobre 100 +17 x t o desconto por dentro é ADEUS, 

3 do + wA 
sobre 4 o desconto por dentro será ETEA 
esobre a o desconto por dentro será -44X t 


1005 x?º 
assim a formula pedida é 


— axixt 
~ 4100-Pixt (2) 


Comparando as duas formulas yê-se que o desconto por den- 
tro é menor que o desconto por fôra, por isso que o deno- 
minador da fracção (2) é maior que o denominador da 
fracção (1). 

441. O valor real do bilhete se obtem diminuindo-se do valor 
nominal o desconto por dentro : pode-se-tambem chegar a esse 
valor por meio de uma proporção, 3em ter-se necessidade de 
calcular o desconto; com effeito + conservando-se as mesmas 
annotações e repetindo-se os raciocinios, que fizemos, vê-se 
que, por isso que um bilhete, cujo valor nominal é 100 +Hixt, 
vale hoje 400, a questão que nos propomos tem por fim 
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determinar o que vale hoje um bilhete ou qual o seo valor 
real, sendo a seo valor nominal, e d'ahi a proporcão : 


æ < & 
00 = wit’? 


d'onde se deduz : 


AA 4100x a 
CT 400-rixt 


Reciprocamente conhecendo-se o valor real de um Dilhete 
será facil obter-se o desconto por dentro, por isso que este é a 
diferença entre seo valor nominal e seo valor-real; com 
effeito 


E. 100xa _ 400xataxixt—100xa 
TE + 400-+ix tm 100-+i x E 
nn aXxiXt 
= 400+ixt' 


h42, Afim de bem comprehender-se o que dissemos, façamos 
algumas applicações repetindo os raciocinios. 

ProsLeMa. Calcular o desconto por dentro de 432 :200 reis, 
importancia de um bilhete a vencer-se no fim de 2 annos e 5 
mezes, d taxa do desconto sendo 5 por cento. 

Eis o raciocinio : 


100 em1 ano . produz 5 


29 


29 
100 em I do anno produz 5x S 


logo ; um bilhete de 


100+-5 x 1» pagavelno fim de A do anno , vale hoje 100, 
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e o desconto por dentro d'esse bilhete é 5 x 5 ; por conse- 


guinte, se 
sobre 100 -+5 x 23 o desconto é 5X 23 
12 12 
5x3 
A 12 
sobre 4 o desconto será T 
DG is x 1432200 
e sobre 432 : 200 o desconto será o SR 
400 +4-5 x TD 


resultado a que chegariamos se applicassemos immediata- 
mente a formula (2) ; não ha mais do que calcular a expressão 
do desconto, operando achamos 


e= 16:59h. 


_ A diferença: 


h32:200 — 46 : 594 == 385: 606, 


entre o valor nominal e o desconto do bilhete é o valor actual, 
ou a somma que recebe do banqueiro o portador ao bilhete 
ou da lettra. e 

Pode-se ainda calcular o valor actual por meio da propor- 
cão, como fizemos EERE 


Se um bilhete de 100 -4-5 Sand IY ? pagável no fim dež ado anno, 


vale hoje 100, qual o valor actual de um bilhete e impor- 
tancia é de 432 :200 reis, pagavel no mesmo tempo ; d'ahi a 
proporção : 


432200 
100 -5 x 29 * 


— 


1 


E 
To = 
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donde se deduz : 


— 489220000 x 42 


= 1200 5X29 = 385 : 606 reis. 


JURO COMPOSTO, 


hh3. PROBLEMA I, Calcular-a quantia final À, produzida por 


uma somma a, posta a juro composto durante n annos, a taxa 
do juro sendo x. 


Ordinariamente , no juro composto, ” ou a taxa é o juro de' 
4 em um anno, 
Eis o raciocinio: 


4 em 1 anno produz T 
q em 4 anno produz roddi: 


por conseguinte o capital com o juro vem a ser no fim do pri- 
meiro anno 


atraxr=ax (1-+r), 


quantia que é o novo capital no segundo anno ; repetindo o 
raciocinio precedente : 


1 em 1 anno produz T- 
ax (1-+r) em 1 anno produz axrtx (1r), 


por conseguinte no fim do segundo temos a somma : 


ax (l+) kaxrx(+r)=4X (1+1) x (1+7) = 
nho A Sa pd 


no fim do terceiro anno temos a x (L+-7)*, e no fim de n an- 
nos, «x (1-+-7)"; logo, 


A=ax(1-+r' (1) 
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hhh. Esta formula contém quatro quantidades; tres sendo 
dadas, pode-se sempre determinar a quarta; quatro problemas 
principaes se appresentão. 


I.. Determina-se A, tomando-se os logarithmos dos dous 
membros da igualdade (1), 


log. A=log.a+-n X log. (1 +) (2) 


Il. Determina-se a, deduzindo-se da ultima igualdade, 


log. a=log.A—n x log. (1-H r) (3) 


HI. Determina-se », calculando-se (1 -4+-7) por meio da for- 
mula 


log. (1 +r) SE pe A 
deduzida da igualdade (2). 
IV. Determina-se n por meio da furmula 
ES log. A— log. a 
~ log. (1r) 


deduzida da igualdade (2). i 


445. PronLEMA I. Calcular a samma que, posta a juro com- 
posto durante n annos, produz outra somma B. 


a sendo a somma buscada, é claro que temos: 


x x (1+r)' =B, 


donde se deduz; 
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Annuidade. 


hh6. PROBLEMA I. Uma quantia a é empregada cada anno a 
juro composto, durante n annos, r sendo a taxa do juro. Per- 
gunta-se o valor total A de todas essas sommas no fim dos n 
annos. 

O valor final da primeira somma empregada por n annos é 
ax (1 +»): o valor da segunda empregada por (n—1) annos 
éax (447), c assim por diante; o valor da penultima 
somma empregada por 2 annos é a x-(1-1+-7), e o valor da 
ultima éa x (1 +7), por isso que esta é somente empregada 
durante um anno. 

A questão tem por fim buscar a somma : 


ax(A+r-+rax (141) ax (LA Hax (Lar); 


notando que é a somma de uma progressão geometrica cres- 
cente, cuja razão é (1 -+ r), temos: 


ax aty t axe) ax Ur) [MAE 
r y 


A = 7 


n47. Observação, Para submelter-se esta formula ao calculo 
logarilhmico cumpre calcular primeiramente o parenthesis, 
o que se faz determinando-se por meio dos logarithmos o va- 
lor de (1 4-7)", e diminuindo-se desse valor a unidade ; feito 
isto, nada é mais facil do que applicar os logarithmos á 
aquella formula. 


EXEMPLO. Sejá 1:000:000 reis a somma que se emprega 
cada anno durante 20 annos, a taxa sendo 5 q. 

Na nossa formula 7 ou a taxa sendo o juro de 4, vale: na 
questão proposta 0,05; introduzindo os valores na formula, 
temos : 
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1000000 x1,05 x [(1,05)—1] 


505 


A= = 21000000 x [(1,05) **— 


e tomando os logarithmos 


log. À = log. 21000000 + log. [(1,05):º— 47 


Calculo do parenthesis. Calculo de A . 
log. 4,05 =.... 0,0211893 | log. 21000000 ==..., 7,3222193 
20 x log. 1,05 ==... 0,4237860 | Jog. 4 6533 =... 0,2183517 
(1,05)22== 2,6533 log. A ==)... +. 7,5405710 
e (1,05)! 4 = 1,6533 e A==84:759:300 


448 PronLema M. Calcular a somma que seria necessario 
pagar annualmente durante n annos para saldar uma divida 
A, o primeiro pagamento sendo feito no fim de um annoer 
sendo a taxa. 

Seja æ a somma buscada; supponhamos que se ajustem 
as contas no fim do ultimo anno, tempo em que a divida ou 
somma emprestada A tornou-se A (1 -+-7)"; o primeiro paga- 
mento æ feito no fim do primeiro anno vale no momento do 
ajuste de contas æ x (1 -+7)"—, o segundo empregado por 
(n—2) annos vale no mesmo momento a: x (4 -+-7)"=2, e assim 
successivamente; o penultimo empregado por um anno vale 
no fim do ultimo anno æ x (147), e o ultimo, feito no mo- 
mento do ajuste, fica o mesmo, x. Assim a somma total dos 
pagamentos annuaes feitos durante os n annos é no fim do 
ultimo anno 


otg X (r-e Xx (Att. tox (1, 


somma de uma progressão geometrica, cuja razão é (4 +); 
applicando a formula e notando que essa somma deve ser 
equivalente á importancia da divida no fim do ultimo anno, 
temos : 


. 


anti NE 
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d'onde se deduz : 


qq = AX TX (Ler 
~ (A+ —A 


Esta formula não é immediatemente calculavel por logari- 
thmos; cumpre operar, como fizemos precedentemente, 


Divisões proporcionaes, 


4h49. Ghamão-se numeros proporcionaes a numeros dados, 
numeros, cujas razões respectivas aos numeros dados são 
iguaes. Assim para exprimir que os numeros x, 4y, z são pro- 
porcionaes a a, b, c, bastara pôr : i 
x y wz 


E pos 
450. Dividir um numero ou em geral uma grandeza em 
partes proporcionaes a outros numeros dados é dividir esse 
numero ou essa grandeza em tantas partes, quantos são os 
numeros proporcionaes, e taes que as razões d'essas partes 
aos numeros correspondentes sejão iguaes. 


451. PROBLEMA GERAL. Dividir um numero N em n partes 
proporcionaes aos numeros a, b, C, «e. K. 

Sejão 0, Y, Z, «ww» U as partes buscadas; em virtude da 
definição, temos : 


applicando o lheorema nº 198, notando que 


c+HyAs + tru=N 
c pondo 


O ab E date ==) 
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temos 
N x oesi x 
atbtc-+.o..+Hhk a) É RE aa 5 
=Y TESIA. 
» A . A . a bis 
» ae d'onde se deduz ETETA 
u EREN, 
» Rê 205 to 0: ads 9 O qua U=hx 


452. Regra. Obtem-se cada parte buscada multiplicando-se o 
numero proporcional, que lhe corresponde, pela razão constante 
do numero, que se quer dividir, à somma dos numeros propor- 
cionaes. 


ExEmPLO I. Dividir 4500 em partes proporcionaes a 2, 3, 7, 8. 
Chamando x, y, =, u as partes buscadas, e applicando a regra 
(nº 452), temos : 


1500 = 


1500 e 
y=3 xX 5737785 5 


1500 x 
BRT RE i 


1500 
u=8x 343748 00 


Verificação : 


somma das partes =1500, 


Exemrro I. Dividir o numero 3600 em partes proporcionaes 
354 
h' 6º 9 


; A 
ás fracções 3 
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Dividir o numero dado em partes proporcionaes ás fracções 
dadas é o mesmo que dividir esse numero em partes propor- 


cionaes às fracções dita 21 SUAD ue são as propostas re 
VALER: 0352 36" 36º 36º 1 Pio ; 


duzidas ao menor denominador commum; owainda, o mesmo 
que dividir o numero dado em partes proporcionaes aos 
numeradores 24, 27, 30, 16; entramos assim no caso já exami- 
nado. 


L53. Observação, Ha outro methodo para chegar-se á regra 
das divisões proporcionaes —.pela reducção a unidade — me- 
thodo conhecido, que não expômos, porque é realmente 
muito simples ; o leitor poderá facilmente desenvolvel-o. 


tegra de sociedade. 


454. A regra de sociedade tem por fim dividir uy. beneficio 
ou perda entre muitos socios relativamente aos direitos de 
cada um. 

455. Ha tres principios, que vamos citar e que são a base 
desta regra ; o ultimo é uma consequencia dos dous primeiros, 
como veremos, 

L As entradas sendo differentes e os tempos iguaes, os bene- 
ficios ou perdas são proporcionaes ás entradas, 

IL. As entradas sendo iguaes e os tempos differentes, os bene- 
ficios ou perdas são proporcionaes aos tempos, 

HT. Quando as entradas e os tempos são differentes, os bene- 
ficios ou perdas são proporcionaes aos productos das entradas 
pelos tempos.. 

“Para mostrar que este ultimo principio é verdadeiro, seja 


£, a, to beneficio, a entrada e o tempo de um socio 

Y 4, to beneficio, a entrada e o tempo de outro socio 

Z, a, to beneficio, a entrada e o tempo de um socio fic- 
ticio. 
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Comparando successivamente as partes «x ey com a parte 


z do socio ficticio, temos em consequencia dos dous primeiros 
principios : 


e multiplicando essas igualdades membro a membro : 


o [ad 


yaxi? 


o que era necessario demonstrar. 

456. Estes principios tendo sido expostos, aregra de socie- 
dade não é mais do que uma applicação immediata da regra 
das divisões proporcionaes ; no entretanto, vamos sempre re- 
solver uma questão, relativa ao caso mais geral. 


PROBLEMA. Tres socios tiverão um beneficio de 3:700:000 
reis; o primeiro empregou na empreza :000: 000 reis du- 
rante 5 mezes, o segundo 3: 040: 000 durante h mezes, o ter- 
ceiro 6 : 000 : 000 durante 7 mezes. Qual a parte de cada um ? > 

Como as entradas e os tempos são differentes, os beneficios 
são proporcionaes aos productos das entradas pelos tempos ; 
por conseguinte, a questão tem por fim dividir o numero 
3:700:000 em partes proporcionaes aos numeros 


4000000 x 5, 3000000 x 4 , 600000 x 7 


ou aos numeros 
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20 12 Si h2 , 
ea r ~ NON rA 
ou melhor anida aos nun LÃ BORDO MARANHÃO 
16 a 6 Md RA 


operação, em que não ha dificuldade alguma. 
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Regra de liga. 


457. Distinguem-se duas questões principaes na regra de 
liga : 
I. Dadas as quantidades de muitas substancias e os preços 


da unidade de cada uma d'ellas, determinar o valor da unidade 
do mixto. 


II. Dados os valores da unidade de muitas substancias e a 
do mixto, determinar as quantidades d'essas substancias, que 
entrão no mixto. 


PRIMEIRO CASO. 


458. PROBLEMA I. Misturardo-se 60 frascos de vinho a 1000 
reis, 20 a 14200, 50 a 4500 e 30 a 1800. Qual o preço de um frasco 
do mixto? 


Solução. 


60 frascos a 1000 reis custão 1000 x 60 = 60 : 000 reis 
90 e vc 4142004. amoo 0 12002020==26::0000 1 
DOE ESA KAE o . 1500 x 50 = 75: 009 » 
ai Ps R A o aar ao Ea ea IGN 


p 


460 frascos do mixto custão + . + . + 243:000reis ; 


logo , 


2413 : 000 


4 frasco do mixto custará 160 


= 1331,25 réis. 


Em geral sendo m, m’, M”... diferentes unidades (de peso 


ou capacidade) de varias substancias e p, p', p”... OS preços 
25. 
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respectivos da unidade de medida, será facil ver-se, repetin- 
do-se o raciocinio supra, que o preço x da unidade do mixto 
será 


ge MAPEMA pm pr. 
E my Dea a Dea O 
PROBLEMA I. Fundirão-se juntamente 2 marcos de ouro de 
20 quilates, 3 marcos de 22e 5 marcos de 23 ; pergunta-se o nu- 
mero de quilates da liga, 
Solução. É facil vêr-se pela definição do quilate que 


em 2 marcos de 20 quilates entra E x de ouro puro 
3x22 

PM E R AE 22 Pd sas o ES 

Rs n AD T SME DR 2 


por conseguinte, 


: + 2%920 5 
em 10 marcos da liga entrará == EE iam + 2x2 


2X 20+3%22-+5X23 29 
TE E O] (SR ER TE de ouro puro 


e em 1 entrará o de ouro puro; 
em seguida o ouro da liga é de 22,1 quilates; isto é, 22 quilates 
e 3 oitavas pouco mais ou menos. 

Em geral sendo p, p*, p”,.... os precos de differentes barras 
de um metal fino e q, q, q", s... SEOS quilates respectivos, a 
quantidade x de metal puro contido na liga será 


nPXqGHPxXq-+Hp'xq' +. 
an 24 
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em seguida o numero y dos quilates da liga será 


e pp E PESO 


SEGUNDO CASO, 


459. Nesta segunda parte da regra de liga só consideraremos 
duas substancias, porque o problema é indeterminado, logo que 
se considera maior numero ; a Algebra conduz facilmente à 
solução d'esses problemas. 


PROBLEMA I. Qual a rasão em que se devem misturar dous 
vinhos, que custão 900 reis e 1600 reis o frasco, para que o preço 
do mixto custe 1200 reis ? 

Solução, Representemos por x e y o numero de frascos 
que se devem tomar de um ¢ outro vinho. 

Se o vinho que custa 900 reis, fosse vendido a 1200 : reis, 
* ganhar-se-hia 300 reis sobre cada frasco, e sobre œ frascos, 
300 x x; porém, se o que custa 1600 reis o frasco fosse ven- 
dido a 1200, perder-se-hiaem cada frasco 400 reis, c em y fras- 
cos, 400 x y; ora, como deve haver compensação entre a 
perda e o ganho, é preciso que 


300 x 2==400 x, 
ou SXO=h XI 


d'onde 


a rasão pedida e isto é, devem-se misturar 4 frascos do 


vinho a 900 reis com 3 frascos a 1600 reis. 


PROBLEMA IL. Quanto deve-se tomar de ouro de 22 quilates e 
de ouro de 45 quilates, para que o ouro da liga seja de 48 qui- 
lates ? 
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Solução. Sejão æ e y os dous numeros de marcos que se 
devem tomar de um e outro ouro. 


Cada marco do ouro de 22 quilates tendo Se 


h 
dd de TAS e E “de ouro puro mais do ue não é 
34 24 Va p q 


“de ouro pu- . 
ro, contém 
necessario, para que o ouro da liga seja de 18 quilates ; logo, a 


marcos do mesmo ouro contém, di XX. 


Raciocinando do mesmo modo veriamos que a y marcos 
da segunda barra faltão (3 5%) Xy OU S; 7 x y de ouro 
puro, para que 48 seja o numero de quilates ai liga. 


Ora, como deve haver compensação, temos : 


EX D= XY ou LxXx0=IX7; 
, à TS. 
d'onde : e ERR 


dr A á o > 
TA é a razão pedida; isto é, devem-se tomar 3 marcos do ouro 


de 22 quilates e 5 do-de 45, 


h60. Resolvamos ainda o seguinte problema, que appresenta 
mais alguma complicação. 


PROBLEMA HI, Um ourives tem á sua disposição duas especies 
de ouro, uma de 22 quilates, outra de 47 ; quanto deve tomar 
de cada uma para obter 8 marcos de liga, de 20,5 quilates, 


Solução. O problema precedente fornece a razão dos pesos 


que se acha facilmente ser be o resto do problema consiste 


em dividir 8 em partes proporcionaes a 3 e 7. Applicando a 
regra (nº 452), achamos que devem-se tomar 2,4 marcos do 
ouro de 17 quilates, e 5,6 marcos do ouro de 22 quilates. 
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EXERCICIOS. 


I. Calcular o juro simples do capital 567 : 470 reis a 5 $ por $ 
ao anno, empregado durante 5 annos 5 mezes e 13 dias. 

U. Qual a taxa a que se deve empregar o capital 67h : 500 
reis para vencer 180: 000 reis no fim de 7 annos et? 

HI Qualo tempo em que o capital 760: h00 reis, ao juro de 

4 $ por $, deve vencer a somma 155 :600 reis? 

1V. Que capital é necessario empegar a 6, 7 & durante 5,764 
annos para vencer 560, 500 reis de juro simples P: 

V. Qual o valor do capital 860: 000 reis, empregado durante 
5 annosa 5 $, no fim do quinto anno ? 

VI. Durante quantos annos é necessario empregar o capital 
450 :600a 4,5 “para que valha no fim do ultimo anno 750 : h00 
reis? 

VII. A que taxa deve-se empregar o capital 750:300 reis 
a 54 0r $ para que valha no fim de 72 dias 930 : 400 reis ? 

VII. Durante quantos dias deve-se empregar o capital 
h35:400 reis a 3, 5 para que valha no fim do ultimo dia 
500 : 500 reis ? 

IX. Calcular o desconto por fóra e o valor actual de um bilhete 
de 562: 340 reis, a vencer-se no fim de 3 annos 7mezes, 5 à sendo 
a taxa do desconto. 

X. Um bilhete de 400 : 600 , pagavel no fim de 2 annos e 5 
mezes, deo lugar a um desconto de 440 : 400 reis, nir quntiate a 
taxa do desconto. 

XI. Demonstrar, partindo da formula (nyhh1), que CS, 
por dentro não é mais do que o juro simples do valor actual do 
bilhete. Í 
XII. Calcular o desconto por dentro e o, ap actual de um 
bilhete de 946 : 500 pagavel no fim de 3 annos h mezes, sendo 
4 3 a taxa do desconto. 

XII. Calcular o juro composto de um capital de h50 : 000 
reis a 5 $, empregado durante 3 annos e 4. 
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XIV. Que capital deve-se empregar a 3 &e a juro composto, 
para que valha 4 : 000: 000 reis no fim de h annos ? 

XV. A que taxa deve-se empregar a juro composto um capi- 
tal de 300 : 000 reis, para que no fim de h annos valha 600 : 000 
veis 2, 

XVI, Durante quantos annos deve-se empregar um capital 
de 360:000 a 5 $ ea juro composto para obter-se 720: 000 ? 

XVII. Quanto valerá no fim de 10 annos um capital de 
565: 400 , empregado a juro composto a 3º? 

XVIII, Durante quanto tempo deve-se empregar a juro com- 
posto e a 5 q um capital de 360 : 000 reis, para produzir a mes- 
ma somma que um capital de 500 : 000 reis empregado durante 
12 annosea h? ? 

XIX. Qual o capital que empregado a h $ e a juro composto 
vale no fim de 45 annos tanto quanto vale outro capital de 
450 : 000 reisa 6 $ no fim de 9 annos? 

XX. Qual é a annuidade que pode amortizar no fim de 7 
annos uma divida de 538: 700 reis, sendo a taxa h £ por! ? 

XXI. No fim de que tempo um capital empregado a juro com- 
posto a5 $wirá a ser o dobro ? 

XXII. Duranto quantos annos deve-se pagar uma annuidade 
150 : 000 reis para amortizar uma divida de 1: 141 : 330 reis, 
3 3 sendo a taxa do juro. 

XXIII Um individuo saldou uma divida pagando duranie 
3 annos uma annuidade de 843 : 648 reis no fim de cada anno, 
a taxa do juro sendo h $; pergunta-se o valor do capital em- 
prestado. 

XXIV. Dividir 360 em partes proporcionaes às fracções 
TELES 

XXV. Dividir 540 em tres partes taes que a primeira esteja 
para a segunda como 2 para 3, a segunda para a terceira como 
h para 5, 

XXVI. Dividir 720 em tres partes taes que a primeira seja 
os į da segunda, e a segunda os $ da terceira. 


XXVII. Um numero a foi dividido em quatro partes propor- 
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cionaes aos numeros 10, 12, 15, 18, sabe-se mais que a somma 
das duas outras é 88. — Qual é esse numero ? 


XXVII. Dividir o numero 120.em tres partes inversamente 
proporcionaes aos numeros 2 + 3- E s» hL- > ; 

XXIX. Quatro negociantes empregárão em uma empresa 
36000 francos. Dividindo os beneficios proporcionalmente à en- 
trada de cada um, o primeiro teve 3000 fr., 0 segundo 3500 fr., 
o terceiro 2600 fr, e o quarto 2900. Pergunta-se a entrada de 
cada um, 


XXX. Tres obreiros trabalhando em commum ganhário 
1800; o primeiro trabalhou durante 7 dias e 8 horas por dia, 
o segundo 6 dias e 9 horas por dia, o terceiro $ dias e 7 horas 
por dia. Pergunta-se a parte que tocará a cada obreiro, 

XXXI. Um mercador de vinho tem em seo armazem 50 
frascos de vinho a h00 reis, 25 a 600 reis, 80 a 700 reis e 45 a 
750 reis. Misturou todas essas qualidades de vinho e quer saber 
quanto deve ajuntar d'agua para poder ganhar 120 reis em 
cada frasco do mixto. 

XXXII. Deseja-se encher um casco de 450 frascos com vinho 
a 750 reis o frasco. Pergunta -se que quantitade d'agua e 
vinho deve-se tomar, para que um frasco do mixto custe 800 
reis, 

XXXHI. O metal dos sinos é uma liga que contem 110 partes 
estanho, 390 de cobre, 5 de zinco eh de chumbo. Quala quan- 
tidade de cada um desses metaes que compõem um sino, cujo 
peso é de 6108 kilog. ? 

XXXIV, Quer-se misturar vinho a 350 reis con vinho a 550 
reis, para formar um mixto a h20 reis, Quanto deve-se tomar 
do segundo vinho por 180 frascos do primeiro ? 

XXXV. O latão é uma liga -de zinco com cobre; o tilulo do 
latão em relação ao cobre é 0,7 e em relação ao zinco 0,3, — 
O'kilogrammo de cobre custa 2!,70, e o de zinco 01,90, — Per- 
gunta-se o preço de um kilogrammo de latão. 

XXXVI. Quer-se fundir ouro de 23 quilates com ouro de 
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20,5 para formar ouro de 21,8. Quanto deve-se tomar do ouro de 
20,5 quilates, por 5 marcos do segundo ? 

XXXVII. Uma barra de prata de 23 quilates pesa 20 marcos, 
qual a quantidade de cobre que se deve ajuntar para obter-se 
ouro de 24,5? 

XXXVIII. Um mercador tem cha a 2: 800 reis e a3 : 600 reis a 
libra ; fornece a um dos seos correspondentes uma caixa com 
50 libras, erecebe para seo pagamento 772:800. Pergunta-se 
quanto tinha elle de cada qualidade , sabendo-se que ganhou 
15% em sua venda. 

XXXIX. Tres grandezas A, B, G dependem uma da outra; 
sabe-se que A é inversamente proporcional a B, quando G 
não varia , e inversamente proporcional a C, quando B não 
varia. Pergunta-se como varião B e Q, quando A não varia. 

XL. Pela terceira lei de Kepler, os quadrados dos tempos das 
revoluções sideraes dos planetas são proporcionaes aos cu- 
bos de suas distancias medias ao sol. Executando a terra sua 
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revolução sideral em 365 -+ TA dias, e sua distancia ao sol 


sendo tomada por unidade, pergunta-se qual é o tempo da 
revolução sideral do planeta Neptuno ou Leverrier, cuja dis- 
tancia média ao sol é expressa pelo numero 30,04, 


FIM. 
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Paris, — Na imprecisa de W, FEMQUET E C’, rua Garanoére, 3, 


